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APRESENTACAO

Contamos neste nlimero com a colaboracdo dos professores
Paulo Fabio Bregalda do Carmo, Raymundo Nonato Tavares e Ma-
ria Lucia Martins.

O Professor Paulo Fabio Bregalda do Carmo apresenta resu-
mo de um trabalho sobre aplicacdo da Algebra Linear & Pecudria.
Esse trabalho foi feito na COPPE/UFRJ (Coordenagdo dos Progra-
mas de Pés-graduacdo), em cooperagdo com o Professor Claudio
Thomas Bornstein, e foi apresentado a SBPC (Sociedade Brasileira
Para o Progesso da Ciéncia). O resumo é accessivel a alunos e pro-
fessores de nivel de segundo grau.

Professor Raymundo Nonato Tavares faz um estudo sistema-
tico das propriedades do maximo divisor comum de dois ou mais
nmeros cuja publicacdo iniciamos.

As palestras pronunciadas no GEPEM pelo Professor Luiz Al-
berto Brasil foram resumidas pela Professora Maria Lucia Martins.
Nessas palestras o Professor Brasil nos pGe a par de suas pesquisas
educacionais no Cear4, orientando professoras primdrias na utiliza-
¢do de mbdulos por ele elaborados.

Acreditamos corresponder com esses artigos ao interesse dos
professores por:

® aplicacBes da Algebra Linear em problemas da vida prética.

® pesquisas de metodologias enfocadas em nossa realidade
social.

e abordagem de tdpicos matemdticos em estudo sistematico
que os colegas tenham elaborado.

Apresentamos também o relatério da Secretaria do GEPEM,
descrevendo nossas atividades no ano de 1977.



PALESTRAS DO PROFESSOR LUIS ALBERTO DOS SANTOS
BRASIL SOBRE SUAS PESQUISAS EM DIDATICA DA
MATEMATICA NA UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA

Resumo Feito pela Professora Maria Lucia Martins

Em dezembro de 1976, o professor Luis Alberto dos Santos
Brasil esteve no GEPEM em apenas duas sessdes de trabalho; ape-
sar do exiguo tempo, questdes muito interessantes foram levanta-
das por ele, quanto & Didética fundamentada na teoria de Jean
Piaget ou método psico-genético.

Luis Alberto dos Santos Brasil tem uma vida dedicada a Mate-
madtica, principalmente, como professor da Universidade Federal
do Ceard (Fortaleza).

Em 1976 foi criada por ele, nessa Universidade, no Curso de
Pedagogia, a cadeira de Bases Psicol6gicas do Ensino da Matemati-
ca, com carater facultativo, cuja importdncia e detalhes de funcio-
namento nos exigiriam um artigo exclusivo. A Pesquisa sobre o
Emprego de Mddulos no Ensino da Matemética (relativos a opera-
cOes aritméticas) é um dos aspectos que esta sendo desenvolvido
pelos alunos desse curso.

Em 1977, durante o més de julho, por ocasido da publicagdo
do seu livro “Aplicagdo da Teoria de Piaget ao Ensino da Matem4-
tica"”, o professor Brasil volta ao GEPEM, agora num curso de dez
horas de Didética da Matemadtica, sob os auspfcios do GEPEM e da
Editora Forense Universitaria.

Principais pontos que esse curso atingiu:

1 — Questdes de Matemdtica pré-numérica, chegando até a
interessantes problemas de geometria.

2 — Ir)_iciacéo a matematica numérica e introducdo s opera-
¢oes.

3 — Fundamentacdo da didética na teoria da “Construcio
Sequencial” de Piaget.

4 — Selecdo de critérios didaticos: critério psicolégico (rela-
tivo ao desenvolvimento da inteligéncia), critério cons-
trutivo (conceitos mateméticos), critério pragmatico
(relativo ac dia-a-dia da crianca).

5 — Enfoque ligado & realidade brasileira numa experiéncia
original: sugestdes didaticas possfveis de serem facilmen-
te compreendidas pelo professor que tenha apenas for-

*Professor Brasil é autor de outros livros: “Estudo Dirigido de Matemética”’; "“Desenho
no Ensino Secundério”.



macdo primdria; meios que dispensam grandes sofistica-
cBes de material ou situacdes que necessitem ambientes
especiais.
6 — Objetivos do emprego dos médulos.
Desenvolvendo o Gltimo tépico, professor Brasil enumerou
esses objetivos:
® Ativar esquemas de assimilacdo.
Ativar o uso de esquemas em cadeia.
Construir um novo esquema.
Consolidar esquemas recém-construidos.
Verificar a compreenséo de esquema novo.
Introduzir nomenclatura,
Introduzir simbolos.
Exercitar o uso de nomenclatura e sfmbolos,
Sugerir dispositivos de célculo.
Verificar a compreenséo de dispositivo de célculo.
Acomodar esquema recém-construido a novas situacdes.
Exercitar o uso de novos esquemas.

Reproduzimos a seguir seus “Esclarecimentos sobre os Médu-
los"” e os “Madulos da Divisdo”” que escolhemos para exemplificar.

Esclarecimento Sobre os Médulos

1 — O médulo é uma tarefa para ser cumprida durante um perio-
do de 3 dias a uma semana, a critério do professor.

2 — 0O aluno deve ler 0 médulo diariamente até completar sua re-
solucdo.

3 — Tudo o que ndo conseguir resolver em determinado dia deve
ser deixado para o dia seguinte‘pois, no colégio, haverd opor-
tunidade de obter esclarecimentos sobre o que ndo entendeu.

4 — O aluno deve saber que aquilo que hoje lhe parece dificil,
amanhad poderd estar ao seu alcance.

5 — Os objetivos do médulo sfo frustrados sempre que alguém
“ensine’ a resolvé-lo.

6 — O aluno deve ser aconselhado a ndo deixar para resolver o
médulo apenas na véspera, ou no dia, marcado para sua en-
trega.

7 — O médulo deve provocar no aluno a necessidade de pensar
nos assuntos tratados, procurar esclarecimentos mas nunca
uma ajuda direta na sua resolucéo.

8 — Em nenhuma hipétese as questdes do médulo serdo respondi-
das em classe, antes de sua devolugdo pelo aluno.

9 — Compete aos professores e familiares:

a) Verificar se o aluno compreendeu, em seus mfnimos deta-
Ihes, o enunciado do problema, sobretudo, se sabe o que se
pede.



b) Convencer o aluno de que o médulo foi feito para ser re-
solvido apenas com o0s seus conhecimentos, sem ajuda do
Professor ou outra qualquer pessoa, a ndo ser no esclareci-
mento da sua redagao.

c) Sugerir a determinacdo de elementos intermedidrios que
possam reduzir o problema a outros de resolucdo conheci-
da, quando for o caso.

DIVISAO-MODULO N¢ 1

1 — Tirando de um monte de 36 cartas de baralho, uma carta para
cada um dos 5 parceiros (companheiros de jogo), quantas car-
tas ficaram no monte?

-

2 — Quantas cartas teriam ficado, se tivéssemos dado duas cartas
para cada parceiro?
Resposta:

3 — José tinha 15 bilas e deu uma para cada um de seus 4 colegas;
depois deu novamente mais uma para cada e, finalmente, fez
uma terceira distribuicdo dando ainda uma bila para cada um
dos 4 colegas.

a) Com quantas bilas ficou José depois da primeira distri-
buigdo?
Resposta:

b) Com quantas bilas ficou José depois da segunda distri-
buicdo?
Resposta:

c¢) Finalmente, depois da terceira distribuicdo ainda lhe sobra-
ram bilas? Quantas?
Resposta:

d) Quantas bilas recebeu cada um dos 4 colegas?
Resposta:

4 — A professora tinha 60 cadernos para distribuir com seus 18 alu-
nos. Desejando que todos recebessem o mesmo niimero de ca-
dernos, comecou dando um caderno a cada crianga e repetiu
a distribuicdo enquanto foi possivel.

a) Depois da 12 distribui¢do quantos cadernos restaram?
Resposta:

b) Quantas vezes foi possfvel dar um caderno a cada menino?
Resposta:

c¢) Quantos cadernos ganhou cada menino?
Resposta:

d) Quantos cadernos restaram depois da Gltima distribuicdo?
Resposta:

e) Por que ndo houve mais uma distribui¢do?
Resposta:



DIVISAO-MODULO N9 2

1- Querendo distribuir 50 lapis com 16 alunos, dando quantida-
des iguais para todos, quantos lapis recebera cada aluno?
Sugestdo: D& um lapis a cada um e calcule quantos restam; dé

novamente um a cada um e calcule quantos restam;
repita esta operagdo enquanto for possfvel.

Resposta:

2— Posso resumir da seguinte maneira a resolu¢do do problema
anterior?
Namero de lapisadistribuir .......cciviivennaann. 50
Lapis distribuidosda 13 vez . .......cocvvuvunnnnns 16
Resto depois da 12 distribui¢do ..........covvunnns 34
Segunda distribuido .. .......c00iieiiiiiiiiaan oo 18
Resto depois da 22 distribuicdo ............000nnen 18
30 AISIODUICRD oo 50 0v-vivsrsa s oo po oo ve... 16
Resto depois da 32 distribuicdo ............ .00 2
Resposta:

3- No problema anterior quantas distribuicdes foram feitas?
R.

Por que ndo se fez mais uma distribuicdo? R:
Quantos lapis recebeu cada aluno? R:
Quantos lapis sobraram? R:

4— Divida 20 cruzeiros em 5 partes iguais para distribuir com 5
pessoas. R:

5— Dando 3 cruzeiros a cada uma das pessoas do problema an-
terior, quantos cruzeiros restariam? R:

6— Dividindo 13 cruzeiros com 5 pessoas haverd resto? R:

7— Dividindo 16 cruzeiros com 5 pessoas, quanto receberd cada
pessoa? R:

8— Na divisdo anterior haverd resto? R:

9— Tendo 20 cruzeiros para dividir com 6 pessoas, posso dar 4
cruzeiros a cada pessoa? R:

10— No problema anterior, dando 2 cruzeiros a cada pessoa, quan-

tos cruzeiros sobrariam? R:

DIVISAO — MODULO N9 3

1 — Devendo repartir 214 cruzeiros, em partes iguais, com 65 pes-
soas, quanto deve receber cada uma delas? R: |

2 — No problema anterior, quanto sobra depois de dar um cruzei-
ro a cada pessoa? R:

3 — Quantos cruzeiros restavam quando se verificou que néo era
mais possfvel dar um cruzeiro a cada pessoa? R:

10



4 — Ainda no problema anterior, se tivessem dado de uma vez 3

cruzeiros a cada pessoa, o que teria acontecido?

5 — Veja se concorda com o seguinte dispositivo de cdlculo para

dividir 407 cruzeiros com 95 pessoas:
407 |95
-95 1+1+1+1=4
312
-95
217
—95
112
-95
27

- No problema anterior, quantos cruzeiros teriam restado se

vocé tivesse dado 2 cruzeiros a cada uma das 95 pessoas?
R:

O problema anterior poderia ter sido resolvido distribuindo
duas vezes 2 cruzeiros para cada pessoa? R:

José querendo distribuir 25 bilas com 6 colegas, comecou
dando 3 bilas a cada um. Depois desta primeira distribuigdo,
quantas bilas sobraram? R:

Complete a distribuicdo iniciada por José e veja quantas bilas
vai receber cada colega e quantas sobrardo? R:

DIVISAO — MODULO N9 4

Querendo repartir 38 bilas com 5 colegas, devo DIVIDIR 38
por 5. O nimero de objetos que vou dividir chama-se DIVI-
DENDO.
O ndmero de pessoas com quem vou repartir os objetos cha-
ma-se DIVISOR.
O nimero de objetos que cada pessoa vai receber chama-se
QUOCIENTE.
Neste problema:o DIVIDENDO é...

o DIVISOR 8

o QUOCIENTE é...

2 —Quando o dividendo é 20 e o divisor 5, qual é o quociente?
R .

g =
3 o

Quando o dividendo € 34 e o divisor 6, 0 quociente é...eo
RESTOE...

O simbolo da DIVISAO é +. Assim, 8 dividido por 4, escre-
B4

1



Calcule os quocientes e os restos nas seguintes divisdes:
10 ~ 4; quociente =  resto =
20 + 5; quociente=  resto =
NOTA: ggango c5> resto é zero, como em 30 = 6, pode-se escrever
5 — Quero repartir 38 cruzeiros com 7 pessoas. Dividindo 38 por
7, o quociente € 5 e 0 resto é 3.
a) Quantos cruzeiros preciso ter para dar 5 cruzeiros a cada
uma das 7 pessoas? R:
b) Dando 5 cruzeiros a cada pessoa, quantos cruzeiros vdo
restar? R:
c¢) Que operacdo devo fazer envolvendo o quociente 5 e o
divisor 7 para verificar se posso mesmo dar 5 cruzeiros a
cada pessoa? R:
6 — Quando é que multiplicando o quociente pelo divisor o resul-
tado é igual ao dividendo? R: Quando oresto é. ..
7 — O produto do quociente pelo divisor é menor ou igual ao Di-
videndo. Igual quando o resto é.. . .
Menor quando. ..

12



UMA APLICACAO DA ALGEBRA LINEAR
A PECUARIA

Professores Claudio Thomas Bornstein
Paulo Fabio Bregalda do Carmo

ROTEIRO

1. APRESENTACAO E RESUMO
1.1 0 QUE E PROGRAMACAO LINEAR

2. CALCULO DA RAGAO DE CUSTO MINIMO

2.1 DADOS PARA A FORMULAGAO DA RACAO
2.2 EQUACIONAMENTO DO PROBLEMA
2.3 SOLUCAO OTIMA

1. APRESENTACAO E RESUMO

O presente trabalho, em sua versdo primitiva, foi o resultado
de uma pesquisa, por nos realizada, na COPPE/UFRJ (COORDE-
NACAO DOS PROGRAMAS DE POS-GRADUACAQO EM ENGE-
NHARIA) e posteriormente apresentado na 293@ reunido anual da
SOCIEDADE BRASILEIRA PARA O PROGRESSO DA CIENCIA
(SBPC) na PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DE SAO
PAULO. Em sua segunda versdo, para publicagdo no BOLETIM
DO GEPEM, procuramos tornd-lo menos académico e apresentd-lo
como uma aplicacdo da Algebra Linear e de tal forma que um Pro-
fessor ou aluno de 29 grau pudessem acompanhar o desenvolvi-
mento e interfaces existentes.

O leitor atento poderd observar que a parte principal desse
trabalho é o equacionamento do problema.

Dadas uma série de exigéncias que dizem respeito a alimenta-
cdo de gado leiteiro e dada uma série de produtos que contém os
componentes necessdrios a alimentagdo deste gado, deseja-se obter
a composi¢do de uma racdo de tal modo que o seu custo seja mini-
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mizado e os requisitos alimentares sejam atendidos. A racdo deve
logicamente ser composta dos produtos dados. O problema torna-
se mais complexo face a grande variagdo nos pregos e na composi-
cdo dos produtos, exigéncias alimentares para vérias espécies de
gado, o que torna obrigatério a aplicacdo de Andlise de Sensibilida-
de e Programacdo Paramétrica. Ndo tocaremos, no entanto, nessa
parte por que fugiria a intenca@o dessa publicagdo pois além de tor-
nar-se longo exigiria um conhecimento de técnicas especificas no
campo da Engenharia de Producdo e Sistemas.

Nossa inten¢do é apenas a de mostrar que um problema prati-
co, e dentro da nossa realidade Brasileira, pode ser resolvido atra-
vés de uma matemdtica sem sofisticacdo.

O problema foi formulado utilizando-se um modélo matemé-
tico de PROGRAMACAO LINEAR e, devido ao niimero de varia-
veis, resolvido utilizando-se o MPS/360 (IBM). Os resultados obti-
dos foram muito realistas levando a utilizagdo em grande escala de
alimentos de baixo custo como: pasto, capineira, cana e CaCO3.

1.1 O QUE E PROGRAMACAO LINEAR

A PROGRAMACAO LINEAR é uma técnica cujo objetivo é
a de encontrar a melhor solu¢do de problemas que tenham seus
modelos representados por expressdes lineares. A sua grande apli-
cabilidade e simplicidade devem-se a distribui¢do 6tima de recursos
limitados por atividades competitivas com finalidade de atingir um
determinado objetivo. No seu caso mais geral, maximizar lucros ou
minimizar custos. As limitacGes dos recursos sdo expressas por
meio de equagdes ou inequagdes lineares, uma para cada limitacdo.
Ao conjunto dessas limitacOes, equagOes ou inequacdes lineares,
dé-se o nome de RESTRICOES do modelo. Essas RESTRICOES
do modelo determinam um semi-espaco ao qual dd-se o nome de
Conjunto das SOLUCOES VIAVEIS. O objetivo do problema de
Programacgdo Linear é expresso por uma fungdo linear, a qual dé-se
o nome de FUNCAO OBJETIVO. A melhor solucdo do problema
dé-se 0 nome de SOLUCAO OTIMA. No caso do nosso proble-
ma, a solucdo 6tima, é aquela que atende a todas as restri¢oes do
modelo isto &, a todas as exigéncias alimentares, e & a mais econo-
mica.

2. CALCULO DA RACAO DE CUSTO MINIMO
Queremos determinar a composi¢do de uma ragdo para gado

de tal forma que atenda as exigéncias alimentares e cujo custo seja
mfnimo.

14



2.1 DADOS PARA A FORMULAGAO DA RACAO

Pasto gordura = 30 Kg/vaca/dia
< 15 Kg/vaca/dia

Capineira

Cana

EXIGENCIAS

Matéria seca

Protefna (450 Kg)
NDT :

CA

P
Fibra*

< b Kg/vaca/dia

Méximo de 14 Kg
Minimo de 1,10 Kg
Minimo de 5,0 Kg

Méximo de 0,064 Kg
Minimo de 0,032 Kg
¢ Minimo de 0,024 Kg
:  Minimode 2,0 Kg

*Ideal colocar como sendo de 14% de Matéria Seca que ters
na ragdo formulada (minimo).

COMPOSICAO E PRECO DOS ALIMENTOS

Nutrientes Pssto | Capineira | Cana | Sil. Milho | FA. Ossos | Fosfato Cacoq
Bicdicio

Prego (Cr$/Ka)| 0,0 0,02 0,05 0,15 1,80 1800 | 0,30
Mat, Seca 0,23 0,26 0,23 0,27 080 0,80 0,90
Proteina 0,018 | 0,016 0,01 0,02 0.0 0,0 0,0
NDT 0,13 0,13 0,14 0,18 0,0 00 0.0
Ca 0,0002 | 0,001 0,013 |00010 |030 0,23 038
P 0,0005 | 0,0007 0,0004 | 0,0006 |0,14 0,18 00
Fibra 0,076 | 0.090 0,067 | 0,065 0,0 0,0 0,0
Nutrientes MDPS | Milho FQ Tri- | F2So- | FQ Al- | Melaga| Purina Raspa | FOTrigo

go-Cota ja goddo Mand. | Varejo
Preco(Cr$/Kg | 0,80 1,50 0,48 280 |2,20 25 |200 080 |100
Mat. Seca 0.89 088 089 089 |09 080 |00 054 |089
Proteina 0078 (0085 |05 040 |0,28 0,038 |0,22 0,028 (0,15
NDT 0,69 0,80 0,63 0,73 083 0,826 |088 080 |063
Ca 0,0001 | 0,0002 |0,0014 | 0,0032|0,0015 0,0106|0,0014 | 0,0009|0,0014
P 0,0025 10,0033 | 0,0124 | 0,0067 |0,0110 | 0,0010|0,0006 0,0025|0,0124
Fibra 0,105 |0,020 |0,90 0,080 0,111 000 (012 0,050 0,10

* * Colocar nas restrigdes: consumo méxima de “farelo de trigo-cota’: 1,5 Kag/vaca/dia.
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2,2 EQUACIONAMENTO DO PROBLEMA

Seja x; (i = 1,2,3, .. ., 16) a quantidade, em Kg, do produto i
na ragdo. Onde:

X, :pasto
X, :capineira
X3 :cana
X4 : silhagem de milho
Xs : farinha de ossos
x¢ : fosfato bicélcio
x7 : CACO3
Xs : MDPS
Xg :milho
X, o : farelo de trigo-cota
X, :farelo de soja
X; ; : farelo de algoddo
X;3 :melago
Xy 4 :purina
X s :raspa de mandioca
X, ¢ - farelo de trigo-varejo

X; = pasto gordura< 30
X, = capineira <15
X3 = cana < 5

Matéria Seca = 0,23x, + 0,26x, + 0,23x; + 0,27x4 + 0,90xs
+ 0,90x¢ + 0,90x, +0,89xs +0,88x¢ +0,89x,, +
0,89)(“ + 0,91X|2 + 0,90)(13 + 0,90)(.4 +094x,5
+0,89%,, < 14

Proteina = 0,018x, + 0,016x; +0,01x, +0,02x, + 0,078, +0,085x,
0,15x, , + 0,40x,, + 0,28x,, + 0,038x, ; +
0,22x, 4 + 0,028, 5 +0,15%, 5 = 1,10

NDT = 0,13x, +0,13x, +0,14x5 + 0,18x; +0,69x; +
0,80x4 + 0,63x,4 +0,73x,, +0,63x,, +0,826x, 5
0,68)(14 +0,80x15 + 0,63)(16 =5

0,032<Ca =0,0002x, +0,001x, + 0,0013x; +0,0010x, +
0,30)(5 + 0,23)(6 + 038)(7 + 0,0001)(3 + 0,m02X9
0,0014X10 + 0,0032)(, 1 T 0,0015)(12 + 0,0106X|3 +
0,0014x, 4 + 0,0009x, ; + 0,0014x, s < 0,064

P = 0,0005x, + 0,0007x, + 0,0004x; + 0,0006x, +
0,14x. +0,18x, + 0,0025x, + 0,0033x, +

16



0,0124x1 0 + 0,%7)(1 1 ) 0,01 1X|2 + 0,0010)(1 3
0,0006x, s + 0,0025x, s +0,0124x, , = 0,024

Fibra = 0,076x, + 0,090x, + 0,067x; + 0,065x, +
0,105x, + 0,020x, +0,10x,, + 0,060x}, +
0,111x,, +0,12x, 4 +0,050%, s +0,10x,4 =2

* Colocando como sendo minimo de 14% da M.S. para a fibra:
Fibra = 0,14 M.S.

0,076x; +0,090x, + 0,067x5 + 0,065x, + 0,105x, +
0,020x, +0,10x, , + 0,060x,, +0,111x,, +0,12x,, +
0,050)(1 5 + 0,10)(1 6 = 0,14 (0,23)(1 + 0,26)(, + 0,23X3 +
0,27x,4 +0,90x; +0,90x, + 0,90x, + 0,89x, + 0,88x, *+
0.89%, o + 0,89%; ; + 0,91, 2 + 0,90%, 5 + 0.90x, 4 +
0,94)(1 3 + 0,89)(] é

*#* Colocando como restrigdo: consumo méaximo de “farelo de
trigo-cota”: 1,5 Kg/vaca/dia.

X160 <15

FUNCAOQO OBJETIVO:

MINIMO DE Z = 0,02x, + 0,05x; +0,15x; + 1,80xs +
18, + 0,30x, + 0,80xs + 1,50x, +
0,48x,0 +2,80x;, +2,20x,, +
2,50)([ 3+ 2X14 + 0,80X| s + 1,00)(1(,

O problema, portanto, compde-se de 16 variéveis e 12 restri
¢bes. Simplificando-se as restrigdes, o problema se reduz a:

MINIMO DE Z = 0,02x, + 0,05x; +0,15x, + 1,80x +
18x, +0,30x, +0,80x, + 1,60x, +
0,48X10 + 2,80)(] 1 + 2,20)(; 2 + 2,50)(] 3 +
2X|4 +0,80X]5 +tX16

SUJEITO A:

x; =30
Xz =15 <
Xx3< b

0,23x, +0,26x, +0,23x; +0,27x, + 0,90x; +0,90x, + 0,90x, +

0,89xg +0,88x9 +0,89x,9 +0,89,, +0,91x;, +0,90x,; +
0,90x;4 +0,94x,5 +0,89x,¢ < 14
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0,018x, +0,016x, +0,01x; +0,02x, +0,078x, + 0,085x, +
0,15)(] 0 + 0,40x, 1 + 0,28)(, 2 o2 0,038)(1 3 + 0'22xl 4 5
0,028x,: +0,15x, 4, = 1,10

0,13x; +0,13x, +0,14x; + 0,18x, + 0,69x, +0,80x, +063x,, +
0,73X11 + 0,63)(, 2 + 0,826)(, 3 + 0,68)([4 + O,BOX, 5 + 0,63)(1 6
=5

0,032 < 0,0002x, +0,001x, +0,0013x, +0,0010x, + 0,30x; +
0,23x¢ + 0,38x, + 0,0001xg + 0,0002x, + 0,0014x,, +
0,0032x, ; +0,0015x,, +0,0106x, 3 + 0,0014x, ; +
0,0009x, s +0,0014x, ; =< 0,064

0,0005x, +0,0007x, + 0,0004x, + 0,0006x, + 0,14x. +
0,18x *+0,0025x, +0,0033x, + 0,0124x, , + 0,0067x, , +
0,0110x12 +0,0010x, ; + 0,0006x, 4 + 0,0025x, < +0,0124x,
= 0,024

0,076x,; +0,090x, + 0,067, + 0,066x, +0,105x; + 0,020x, +
0,10, o +0,080x, , +0,111x, , +0,12x, 4 +0,050x, 5 + 0,10x, 4
> 2

0,0438x, +0,0536x, + 0,0348x, + 0,0272x, — 0,126x; —
0,126x, — 0,126x, — 0,0196x5 — 0,1032x, — 0,0246x, , —
0,0646x, , — 0,0164x, ; — 0,126x, ; — 0,006x,, — 0,0816x, ; —
0,0246x,, =0

X10 < 1,5
X; =0 +i=1,23,...,16

2.3 SOLUCAO OTIMA

Pasto: x; =30 kg

Capineira: x, = 15 kg

Cana: x3 = 5 kg

Silhagem de milho: x, =0 kg
Farinha de Ossos: x; = 0 kg
Fosfato Bicélcio: x, =0 kg
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CaCO;: x, =0,00521 kg

MDPS: xg = 0 kg

Milho: x, =0 kg

Farelo de trigo-cota: X;0=15kg
Farelo de Soja: x,;, =0kg

Farelo de Algoddo: X1, =0kg
Melago: x, ; = 0 kg

Purina: x; 5, = 0 kg

Raspa de Mandioca: x, ; = 0 kg
Farelo de trigo-varejo: x,, = 0,3 kg

MIN. Z =Cr$® 1,57156 por kg
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MAXIMO DIVISOR COMUM
Professor Raymundo Nonato Tavares

PRE-REQUISITOS

Ndo se pode estudar Matemdtica e, em particular, a Teoria
dos Ndmeros, com uma certa desenvoltura, sem dominar a técnica
de demonstragdo por Indugcdo Matemdtica, por isso, sem nos ex-
tendermos mais detalhadamente sobre tal tema, registraremos os
principais resultados que utilizaremos neste trabalho.

PRINCIPIO DA BOA ORDEM (PBO): Cada subconjunto, ndo
vazio, de inteiros positivos possui um elemento mfnimo.
Isto é:Se Sc Z e S+ ¢, entdo existe um inteiro m Gnico tal que:

li)meS
(ii) m< s paracadase S

CONSEQUENCIAS IMEDIATAS DA PBO

Proposicdo 1:Sene¢en+# o, entdon = 1

Coroldrio 1; Ndo existe nenhum inteiro entre dois inteiros con-
cutivos

Corolério 2: Se [m,nle Zem<n,entdom + 1<n.

Proposicdo 2: Cada subconjunto, ndo vazio, de inteiros ndo negati-
vos possui um elemento minimo.

Outros resultados que decorrem do PBO sdo os dois teoremas se
guintes:

PRIMEIRO PRINCIPIO DA INDUGAO MATEMATICA (19 PIM)

Teorema 1: Seja P(n) uma proposicdo para cada inteiro ndo nega-
tivo n (que pode ser verdadeira ou falsa) e seja ng um
inteiro ndo negativo fixo:

Se as sequintes condicdes sobre P(n) forem satisfeitas
(h1) A proposicdo P(ny) é verdadeira
(h2) Para cada inteiro k = ng, P(k + 1) é verdadeira
se P(k) for verdadeira,
entdo P(n) é verdadeira para todo n = ng

SEGUNDO PRINCIPIO DA INDUGCAO MATEMATICA (20 PIM)

Teorema 2: Seja P(n) uma proposi¢do para cada inteiro ndo nega-
tivo n (que pode ser verdadeira ou falsa) e seja n, um
inteiro ndo negativo fixo: Se as seguintes condi¢cdes
sobre P(n) forem satisfeitas
(h1) A proposicdo P(ngy) é verdadeira
(h2) Para cada inteiro k = ng, P (k) é verdadeira se
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P(j) é verdadeira para todo j tal que ng < j LKk,
entdo P(n) é verdadeira para todo n = ng

Observacdo: Note que, nos teoremas precedentes, n, pode ser 0 ou
1 ou um inteiro qualquer maior que 1.

Recordemos agora a seguinte definicdo,

Definicdo: Dados dois nimeros inteiros a, b, com b # o, diz-se
que b divide a (e indica-se isto por bla) se, e somente
se, existe ¢ ¢ Z tal que bc = a.
Simbolicamente: bla <> (bc = a para algum c ¢ Z)

Exemplos:

2|8 pois 2x4=8
3|(—12) “ 3(—4)=-12
-5/35 “ —5(=7) =35

Se bla, entdo o inteiro ¢ tal que bc = a chama-se o quociente de a
por b.
O quociente exato c¢ da divisdo de a por b é freqiientemente, indi-

cado por% | isto é:

bec=a c %

Escreve-se bta se b ndo divide a. Isto é, se para todon ¢ Z, bn #a.
No que se segue, faremos apelo com freqiiéncia, ao Coroldrio do
seguinte teorema
Teorema: Se bija e a # o, entdo |b| < |a|
Prova: bla e a # o==>|bc|= a para algum ce Z*

=>>|be| = |al

=>>|b| |¢| = lal

==|b| =< |al {poisi1 <|cl)

Coroldrio: Se ae b sdo inteiro positivos e alb e bia, entdo a = b.

Prova: Pelo Teorema anterior temos; |a|=|H\e|b| < |a}\
Visto que a e b sdo positivos, temos |al| =ae|b|= b. Dai
a=b<=aeassima=b.

MAXIMO DIVISOR COMUM (MDC)

A} O MDC DE DOIS INTEIROS

Definicdo 1: Um inteiro ¢ é divisor comum dos inteiros a,, a,,
a3, ..., @ se, esomente se cla,, cla;, ... clap.

Definigdo 2: Dados dois inteiros a e b ndo simultaneamente nulos,
diz-se que o maximo divisor comum de a e b é o intei-
ro positivo d tal que
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(i) dlaed|b
(ii) Se cla e ¢ b, entdo cid.

Teorema: m. d. c. (a,b) é o menor nGmero inteiro positivo que

pode ser escrito como uma combinacdo linear, com
coeficiente em Z, dos inteirosae b

Prova: SejaS= {seZ|s=ax+by; eZeyeZ]

)

"

1)

V)

Mostremos que S # ¢
De fato,a=a. 1+b.oebeb=a.0+b. 1
Logo S # gporqueac Sebe S

Mostremos que S possui pelo menos um elemento positivo
Defato,—a=a(—1)+b.o = —ae$

—b=ao0+b(-1) = —beS
Assim possui pelo menos um elemento positivo, jd que aeb
ndo sendo simultaneamente nulos, um dos nGmeros a, —a, b,
—b é positivo.
Seja S = {seS | s> o). Entdo o PBO assegura-nos que S%
possui um elemento minimo positivo. Isto é, existe d e Sital
que d < Sparatodo se S3 Por conseguinte existema, 8, {a, f}
cZ taisqued = aa +b .
(Observe que sendo Sics, cada elemento de Sié da forma
ax + by)
Provemos que d é o m.d.c (a,b). Para isto é suficiente mostrar
que as condicdes (i) e (ii) da defini¢do de m.d.c., se verificam.
A condigdo (ii) é trivial.
De fato, (claeclb) = c|(aa+bf)

= cldld=aa+bp)

Resta mostrar que a condigdo (i) também se verifica Isto &,
devemos mostrar que dla e d|b.
Se provamos que d divide qualquer elemento de S teremos
provado (i) poisaeSebeS.

Seja se S. Entdo existem inteiros , j taisque s=a x + by.

Dividindo-se s por d obtemos
s=dq+rcomo<red

Des=dqg+r, vem:
r=s—dq
=a(X—aq)tbly—fq) ;x—aq,y—fyeZ,

e as;sim res. Comoo=<rLdedéo menor elemento positivo de S
(pois d € Sic S), r ndo pode ser positivo. Logo r = o e dai dls. Isto
é d divide qualquer elemento de S

Por conseguinte dja e d|b pois a e b pertencem a S.
O méximo divisor comum de dois inteiros a e b é indicado

por uma das notag3es seguintes: m.d.c(a,b), D(a,b), (a,b)
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Observacdo: Resultam da definicdo de méaximo divisor co-
mum e do Teorema precedente as seguintes con-
sequéncias imediatas.

12) Om.d.c. (a,b) =m.d.c. (b,a)

23) Se d= m.d.c (ab), entao existem inteiros a e B tais que
d=aa+bp

32) Se alb, entdo o m.d.c. (a,b) = |al. Em particular o
m.d.c. (a,0) = |a|

43) Sed=m.d.c. (a,b) entdo
m.d.c (—a,b) =m.d.c (a,—b) = m.d.c (—a, —b) =d

B) ALGORITMO DE EUCLIDES

Antes de apresentarmos um processo de obtencdo sistematica
do médximo divisor comum de dois inteiros, mostremos o seguinte
lema.

LEMA:Sejam a e b dois inteiros, b # 0. Se r é o resto da divisio de
a por b, emtdo m.d.c (a,b) = m.d.c (b,r)
PROVA: Seja d = m.d.c (a,b) e d = m.d.c (b,r). Devemos mostrar
qued=d’
De fato, dividindo-se a por b obtermos
a=bg+rcomo=<r<|b|
Agora, d = m.d.c (a,b) =>(dja e d|b)
> (dla e d|bq)
=d|r (r=a—bq)
Mas (db e dir) =d|m.d.c (b,r)
=>d|d" (d'=m.d.c (b,r)
Tambémd’=mud.c(br) >(d'|bed|r)
= (d'|bq e d’|r)
>(dla (a=bqg+r)

Mas (d’|a e d’|b) > d’'Im.d.c (a,b)
> d'|d (d=m.d.c (a,b))

Visto que d e d’ sdo positivos, seque-se que (d|d’ e d’|ld) = d = d’
Isto é o m.d.c (a,b) = m.d.c (b,r)

Para calcularmos m.d.c (a,b) procedemos como se seque. Efetua-
mos a sequéncia de divisdes indicadas abaixo

a=bq+r, s o<y €h
b=r|q'+r2 ‘ O<r2 <n



M—-2=M—-19-1%*" ;o < -1

"M —1=TnAn ;0="n+1

Comor,>r, >+« «2>rp> 0 éclaro que depois de aplicar-
mos o algoritmo da divisdo um namero finito de vezes obteremos
um resto nulo. O Gltimo resto ndo nulo ry é o m.d.c (a,b).

De fato, pelo lema anterior temos:

m.d.c(a,b) = m.d.clry ry)2 . . . = mud.clry — 1), rp)

Mas sendo rp, > o e rp dividindo rp — ; (poisrn — 1 = rp qp)
Segue-se que rp = m.g.c(rn - 1), rp)

Como m.d.c(ry — 1, rp) = m.d.c(a,b) vem finalmente, que
fh= m.d.c(a,bsI

Na prética dispomos os cédlculos como se segue

9 (9|9 A —2 199—1] 9%
a bl | ra|****™M=3™m=2|"n—=1| "n=m.d.clab)
r, ra| Ta m—1{ ry 0

Tal disposi¢do de célculos é algoritmo de Euclides

C) PROPRIEDADES DO MDC DE DOIS NUMEROS INTEIROS

Defini¢gao 1: Os ndmeros inteiros, ndo nulos, a e b denominam-
se primos entre si (ou primos relativos) se, e somen-
te se m.d.c {a,b) =1

Definicdo 2: Um inteiro p > 1 ou p < 1, denomina-se primo se,
e somente se, os Unicos divisores de p sdo os intei-
rostletp

Proposicdo 1: Sejam a e b inteiros, ndo nulos entdo m.d.c(a,b) = 1
se, € somente se, existem inteirosa e § tais que
ac+bg=1

Prova
m.d.c{ab)=1 = aa+bf =1
Se o m.d.c{a,b) = 1, entdo pelo teorema 1, prece-
dente, existem inteirosa e ftaisqueaa +b =1
aat+tbf=1 = mdclab)=1
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Corolério 1:

Prova:

Corolério 2:

Prova:

Proposicdo 2:

Prova:

Suponhamos que existam inteiros « e § tais que
a + bf=1esejad=m.d.c(ab). Devemos mos-
trarqued =1

Temos que

d=md.clab) => (dlaed|b)

= d|{aa +bg); « feZ
=>d|1 (poisa +bg=1)
=>d =1 (pois d é positivoe o

nimero divisor posi-
tivode1é 1)

Sejam a e b inteiros Se m.d.c(a,b) = 1 e se 4a, en-
tdo o m.d.c(d,b) =1

Em palavras: se dois nimeros sdo primos entre si,
todo divisor de um deles é primo com o outro.

md.c(ab)=1=> aa+bf=1, «,f €Z(1)
a'la == a=aq;qeZ(2)

De (1) e (2) vem:
a'(ga) +bf=1, qef ¢Z = mdclab) =1

Sejam a e b inteiros. Se o m.d.c (a,b) = 1
esea’laeb’lb, entdoem.d.c(a’,b’) =1

Em palavras: Se dois nimeros sdo primos entre si,
cada divisor de um deles é primo com qualquer di-
visor de outro,

a'la < a=a’r (1) re2
b'lb<<= b=Db"s (2) s¢2

mdcfab)=1< aa +bf=1; aff €Z(3)

De (1), (2) e (3) vem

aat+bf=1 =—a'(ra)+b' (sf)=1;ra,sBeZ
=—>m.d.c{a’,b’) =1

Um ndmero inteiro d > o é o m.d.c{a,b) se, e so-
mente se, 0s quocientes respectivos de a e b pord
sdo primos entre si.

Sejam a’ e b’ definidos pelas igualdades a = d a’,
b =d b’ e seja m.d.c(a’,b’) = s. Devernos provar que
d=m.d.clab).
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Visto que m.d.c (a’",b’) = 1, existem inteiros « e f8
taisque 1=a"a+b'g
Mas1=a"'a+b'f —= d=da’a+db’'f
= d=aa+bj

Para provar que d = aa + b é o m.d.c (a,b) deve-
mos mostrar que as condigdes (i) e (ii) da definicdo
de m.d.c, se verificam,
De fato, a=da’ <> d|a

b=db" <= d|b

Por conseguinte a condicdo (i) é satisfeita.
Seja c tal que cla e c|b. Temos que
(claeclb == c¢| (aa +b}p)

— cld(d=aa+bp)

Por tanto a condigdo (ii) também se verifica.

Logod = m.d.c(a)b) . b
Seja d =m.d.c(ap). Se a’ =g @ b’ o ,entdo o
m.d.c(a’,b’) =1,ea’ eb’ pertencema Z
Visto que d = m.d.c (a,b), entdo existem inteiros

aeftaisqued=ac+bf
Masd=aa+bf =>1=2 + B g

= 1=a"'a+b'f
= 1 =m.d.c (a’, b’) (pela prop 1)

Proposicéo 3: Multiplicando-se dois niimeros inteiros, ndo nulos;

Prova:

por um nGmero inteiro positivo, seu m.d.c fica
multiplicado por esse nimero.

Sejam ab elementos de Z°'b e Z° ed = mdec
(a,b). Entdio m.d.c (ra,rb) =b.d, +

E claro que rdjra e rd|rb. Isto é a condicdo (i) da
definicdo de m.d.c, se verifica.
Resta mostrar que a condigdo (ii) também se veri-
fica. Isto é, todo divisor dos nGmeros ra e rb tam-
bém é divisor de rd.
Masclra =>ra=ca’;a'e 2
clrb =>rb=cb’;b’'eZ
Por outro lado, visto que d = m.d.c (a,b), existem
inteirosa e ftaisqued=aa+bf



Proposi¢do 4:

Prova:

Mas:d=aa+bf == rd=raa+rbf
rd=ca’"a+cb’'f
rd=c(a’a +b’'p)
clrd

Por censeguinte a condigdo (ii) também se verifica

Logo o m.d.c (ra, rb) = rd = r. m.d.c(a,b)

Se dois inteiros ndo nulos a e b admitem um divi-
sor comum r > 1, entdo dividindose ae b porr
m.d.c(a,b) fica dividido porr.

Sejad = m.d.c(a,b)
d=mdclab) => d=aa+hbg; {a,B}cZ

—d.2, +26:a,flc2

Para provar que % éom.d.c (%,%) devemos mos-

trar que as condigGes (i) e (ii) da definicdo de
m.d.c se verificam. (i) De fato, ponhamos a = ra’,
b=rb'ed=rd
dla == rd’|ra’ Analogamente
=> djs'  db=s>4]b
dla

rr
(ii) Se cl?— e cl? entdo c| (?— a +$ﬂ) e isto acarreta

que cl% (pois d=,,2 @ +r2ﬁ)
ab d
Logo m.d.c e R "



RELATORIO DA SECRETARIA DO GEPEM RELATIVO AO
ANO DE 1977

Cumprindo as determinacGes estatutdrias vimos apresentar o
relatorio do GEPEM relativo ao ano de 1977,

1. Assuntos gerais:

1.1 Mudanga da Diretoria: em 2 de margo, continuando em 8 de
marco, houve uma Assembléia Ceral extraordindria para
substituicdo de elementos da Diretoria. Foram substituidos:
Secretdrio Geral: José Guilherme Barbosa por Franca Cohen

Gottlieb.
Secretaria: Sonia Kritz por Celena Maria Ferreira Cesar.
10 Tesoureiro: Eduardo Quadra por Judy Galper.
Em 30 de maio houve uma reunido de Diretoria na qual a
13 Tesoureira Judy Galper comunicou que, por motivos pes-
soais, via-se obrigada a deixar o cargo. Em virtude do § 1 do
Art. 15 do Estatuto do Gepem, a ren(ncia da Prof, Judy foi
aceita e eleito como 19 tesoureiro o Prof. Wilson BRelmonte
dos Santos.

1.2 Isencdo do Imposto de Renda e Alvaré.
Na reunido de Diretoria de 22 de margo foi comunicado por
Maria Laura que foi obtida a isenc8o do pagamento do im-
posto de renda pelo GEPEM,
Ao mesmo tempo foi comunicado o pagamento do Alvard
para 1977.

1.3 Aumento do Aluguel da sala.
Na reunido da Diretoria de 16 de agosto tomou-se conheci-
mento da proposta pelas irmds do Colégio S. Rosa de Lima
de aumento do aluguel na base de 3 saldrios minimos. Os
Profs. Mello e Souza e Wilson Belmonte foram encarregados
de parlamentar com as irmds a fim de reduzir o aumento, o
que foi conseguido, ficando assim o0 aluguel em Cr$ 1.500,00.

1.4 Tipos de cursos do GEPEM.

Na reunido de Diretoria de 22 de marco ficou resolvido que

havera trés tipos de cursos:

a) Curso promovido pelo GEPEM: paga-se uma quantia pré-
estabelecida ao professor convidado e o GEPEM arca com
o lucro, ou prejuizo e paga o material,

b) Curso patrocinado pelo GEPEM: uma entidade procura o
GEPEM e este designa o professor que dard o curso para a
entidade. O professor é pago pela entidade e dd ao GEPEM
30% do recebido apds os devidos descontos. As despesas
ficam por conta da entidade.

c) Outros tipos: serdo examinados quando aparecerem.



2. Atividades do GEPEM em 1977.
2.1 Cursos e Conferéncias:

2.1.1 De visitantes para sdcios e convidados do GEPEM.
Em 24 de maio as 20 h. na sede do GEPEM. Confe-
réncia do Prof. George Springer da Universidade de
Indiana (Bloomington U.S.A.) sob o titulo: “Resolu-
¢do de Problemas para criancas de 11 a 12 anos”’,
— de 4 a 8 de julho ds 20 h, na sede do GEPEM, Curso
do Prof. Luiz Alberto Brasil (da Universidade Federal
do Ceard — Fortaleza — Ce) sob os auspicios do GE-
PEM e da Editora Forense Universitiria — Titulo do
Curso: “AplicacBes da Teoria de Piaget ao Ensino da
Matemdtica”.
— 28, 29 e 30 de setembro, na sede do GEPEM, série
de 4 conferéncias pelo Prof. Lednidas Hegenberg do
Instituto Tecnolégico da Aerondutica (ITA. S. José
dos Campos S.P.) sobre os assuntos:

*  "Ensino da Légica”
“Linguagem”
"Formalizagdo do Estudo da Neurose”
“Método Cientifico"

2.1.2 De sécios para entidades.

—A2 Cursos patrocinados pelo GEPEM para a PETRO-

BRAS:

a) Nivelamento em Matemdtica para o TETRAMA
(Técnicos em Transportes maritimos) — 120 horas-
aula.

5 segmentos ministrados por:

Anna Averbuch e Franca Cohen Gottlieb
José Carlos Mello e Souza

Wilson Belmonte dos Santos

Estela Kaufman Fainguelernt

Maria Laura Mousinho Leite Lopes.

Os professores prepararam 13 médulos que foram
usados no curso.

b) “Légica” para CANAL (Analistas de Processamento
de Dados). 48 horas-aula, ministrado por Noelir de
Carvalho Bordinhdo que preparou 7 médulos que fo-
ram usados no curso,

— Curso da Prof. Leila Alcure para professores do
19 grau no Colégio S. Antonio Maria Zaccarias.

— Curso do professor José Guilherme Barbosa para
professores do 19 grau, iniciado no GEPEM e trans-
ferido para o Colégio Eden.
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— Curso das professoras Anna Averbuch e Maria Laura
Mouzinho Leite Lopes para pais no Colégio Santa
Ursula.
2.2 PublicagGes.
2.2.1 Boletins — J4 foram publicados e distribuidos os Ro-
letins n? 1 (dezembro 1976)
n® 2 (abril 1977).
Esta no prelo o Boletim n© 3 (agosto 1977).
:Ess,té em preparacdo o Boletim n? 4 (dezembro de
77.

2.2.2 Livros para o Municipio do Rio de Janeiro.

A Secretaria de Educacdo do municipio do Pio de Ja-
neiro assinou um contrato com o Prof. José Carlos
Mello e Souza para escrever 5 volumes de “*Guias para
Professores de Matemdtica de 53 a 8@ séries do
19 grau”.

O trabalho ficou dividido entre as professoras Moema
de S4 Carvalho, José Carlos de Mello e Souza, Maria
Laura Molzinho Leite Lopes, e conta com a consulto-
ria das Professoras Anna Averbuch e Franca Cohen
Gottlieb. Os dois primeiros volumes j4 foram entre-
gues e os 3 restantes estdo em fase final de redacio.

2.3 Semindrios.

O GEPEM foi contactado pela Bloch Educacdo para organi-

zar, sob os auspfcios do Consetho Estadual de Educacdo, um

Semindrio Nacional em Educagdo Matemética. A data pre-

vista € de 17 a 21 de julho de 1978 e os trabalhos de organi-

zacdo, a cargo do GEPEM e Bloch, estdo em andamento.
2.4 Imprensa.

O Jornal do Brasil procurou o GEPEM para dar duas noti-

cias a serem publicadas no Jornal do Professor.

a) Entrevista sobre o livro didético com o repérter Jo3o
Baptista e os professores Anna Averbuch, Moema de S4
Carvalho, José Guilherme Barbosa, Leila Alcure, Franca
Cohen Gottlieb.

b) Artigo da Prof. Maria Laura Mouzinho Leite Lopes sobre
“As idéias de Aproximacdo, Linearidade e Probabilidade
e o Ensino da Matemética".



