BOLETIM
GEPEM

25

ANO XN ZSEMESTRE 1989

PUBLICACAO SEMESTRAL DO
GEPEM
GRUPO DE ESTUDOS E PESQUISAS EM
EDUCACAO MATEMATICA



DIRETORIA DO GEPEM

Presidente: JOSE CARLOS DE MELLO E SOUZA
Vice-Presidente: ESTELA KAUFMAN FAINGUELERNT
Secretdric-Geral: FRANCA COHEN GOTTLIEB

Secretario: NOELIR DE CARVALHO BORDINHAO

Diretor Cultural: MARIA LAURA MOUZINHO LEITE LOPES
Diretor de Publicagdes: REGINA MONKEN

12 Tesoureiro: WILSON BELMONTE DOS SANTOS

22 tesoureiro; ANDRE LUIZ RODRIGUES CHAVES

Editores: MARIA LAURA LEITE LOPES
MOEMA SA CARVALHO
RADIWAL DA SILVA ALVES PEREIRA

Conselho Editorial: ANNA AVERBUCH, AMELIA MARIA NORONHA PESSOA DE
QUEIROZ, ARISTIDES BARRETO, ESTELA
KAUFMAN FAINGUELERNT, FRANCA COHEN GOTTLIEB,
JOAO EOSCO PITOMBEIRA DE CARVALHO, JOSE CARLOS
DE MELLO E SOUZA, ZULEIKA DE ABREU E VERA MARIA F.
RODRIGUES

Secretario dé Administragdo: WILSON BELMONTE DOS SANTOS
APOIO FINANCEIRO DO

SUBPROGRAMA DE EDUCAGAQ PARA CIENCIA
- PADCT - CAPES -



INDICE

Apresentacao 1
Regina Monken

Matemética Modema, Sua Crigem e Aspectos de Seu Desenvolvimento em Alguns

Palses OCIENtais .+ ...ooevveennnn. T o e 3
Ana Maria Kaleff

O Ensino da Adigao e da Subtrag&o para Alfabetizandos Adultos . . ......... 10
Newton Duarte

Sobre uma Propriedade Métrica do Paralelogramo . v o vvvvvvvonrvasasan 35
Luiz Adauto Medeiros

Problemas |déias, Sugesttes .....vevevveranas S areTe e e e 45

Transcrito da Revista Educacio e Matemética, da Assodacao de Professores de
Matemética de Portugal, ano |, n? 1, Jan/87.

Uma Dose de Humorem Sua RefleX80 .. oo v vvvvvnvrvrnsnrssnssns 47
Vaiderez F. Fraga

Resenha do livro “Infinite Processes, Background to Analysis”, de A, Gardiner, Springer,

INY G TOB2 o /ais orioarerasate vavss S sibiasnre, auislials 183nsn 1w s ters e o erany. s dtss b s e o tore 61
Jo@o Bosco Pitombeira de Carvalho
Solugao de problema proposto no NOMEro anterior .+ . v vvev v s s varasaaan 67

Anna Averbuch e Franca Cohen Gottlieb



APRESENTACAO
HRecina Monken

Em novembro de 1988 realizou-se na Universidade Federal Fluminense, em
Niterdi, a 1? Reunido Pré-Formagao do Grupo de Educacao Matematica de Ni-
terdi. Nessa ocasido, nossa associada e freqliente colaboradora Ana Kaleff pro-
feriu palestra sobre a origem e aspectos do desenvolvimento da Matematica
Moderna, reconstituindo a existéncia da Educacéo Matematica nos seus pri-
meiros 30-40 anos. Iniciamos o boletim 25, relativo ao 22 semestre de 1989,
com o artigo-transcrigao dessa palestra.

A seguir reproduzimos do volume 66, n? 154, da Revista Brasileira de Estu-
dos Pedagdgicos, uma publicacdo do INEP, o artigo do professor Newton Duar-
te sobre 0 ensinc da adicao e da subtragdo, onde ele aborda questées impor-
tantes na Educagao, como: a superagdo dos métodos escolanovistas e dos
métodos lradicionais de ensino, a relagao entre teoria e prética, entre outros. O
trabalho descreve uma experiéncia com alfabetizandos adultos, funciondrios da
Universidade de S. Carlos.

Na palestra do GEPEM de Maio de 1989 o professor Luis Adauto Medeiros
nos presenteou com a excelente conferéncia “Relagdes Métricas da Geometria
Plana e Conseqiéncias”, onde o autor apresenta fatos relevantes sobre espa-
cos abstratos. Continuando com a estratégia de levar aos colegas de outros
estados e aos demais, que nem sempre podem estar conosco nessas reunides
mensais, uma amostra do que nelas temos recebido, apresentamos o artigo
“Sobre uma Propriedade Métrica do Paralelogramo”, uma reconstituicio da
palestra de maio.

A revista Educagdio e Matemadtica € um periédico da Associagdo dos Pro-
fessores de Matematica de_ Portugal. Dela transcrevemos a segdo
IDEIAS,PROBLEMAS,SUGESTOES, dando uma amostragem da seriedade
com que 14 é tratada a Educagao Matematica.

“Uma dose de humor em sua reflex&o” é um artigo que descreve um instru-
mento de auto-avaliagao voltado para professores de 3° grau da area de tec-
nologia, elaborado pela professora Valderez Fraga, do ITA, S. José dos Cam-
pos.Acompanham ode auto-avaliagao outros instrumentos: deavaliagdo do pro-
fessor e da disciplina pelo aluno e de auto-avaliagao do aluno. Acreditamos
que esse material possa refletir, como pretende a professora Valderez ,“na
qualidade do planejamento do professor e de suas atitudes pedagdgicas, de
uma maneira bem humorada”.



MATEMATICA MODERNA. SUA ORIGEM E ASPECTOS DE SEU
DESENVOLVIMENTO EM ALGUNS PAISES OCIDENTAIS

Prof? ANA MARIA M.R. KALEFF

Departamento de Geometria — UFF

Palestra proferida na Primeira Reuniao
Pro-Formagao do Grupo de Educagdo Matematica
de Niterdi — Nov./88

Nas dltimas décadas ocorreu uma mudanga sem precedentes nos curri-
culos de Matematica na maioria dos paises do mundo. A denominagao "ma-
temética modema" ou “nova matematica” tem sido usada para indicar essa
mudanga, que ocorreu em todos os niveis escolares. Todavia, os programas,
submetidos a essa reforma, apresentam diferengas consideréveis de um
pais para outro e até no mesmo pais.

Algumas perguntas poderéo ser colocadas:

a) Por que surgiram tais mudangas? Quais as razoes dessas mudangas?
b) O que incentivou essa mudanga?

c) Como foram implantadas?

d) Como foram se espalhando?

e) Qual foi a natureza e quais os efeitos dessas mudangas?

f) Como estao essas mudangas atualmente no Brasil?
Tentaremos respondé-las.

Clima em que se originou essa mudanga.

Apés a segunda Guerra Mundial, deu-se verdadeira exploséo no conhe-
cimento matematico; época de intensa atividade. Surgiram novos resulta-
dos; novos métodos e técnicas; foram eriados novos conceitos matematicos.
Buscou-se uma abstragdo maior do pensamento; o que levou a necessidade
ﬁe uma formulagdo de idéias mais cuidadosa e a uma maior precisdo de

nguagem.

O desenvolvimento tecnologico do pés-guera foi visto pelos paises de-
senvolvidos e também pelos em desenvolvimento recém independentes
(como os africanos) como chave para o desenvolvimento social e global.

A matematica que havia tido um importante papel no desenvolvimento
das conquistas tecnologicas obtidas até entdo, recebeu énfase especial na



producdo de mais 'écnicos matematicos e melhor formados. Na maioria
dos paises a populagao estudantil se expandiu enormemente, nos USA isso
foi bem marcante, notando-se que um numero maior de alunos ficava na
escola em busca de qualificacao superior, além da obrigatoria. Nos paises
em desenvolvimento se criaram novas universidades e as oportunidades pa-
ra a educagao cresceram muito (nota-se que no Brasil de 1960 para ca du-
plicou o nimero de alunos nas universidades).

Além destes fatores, o lancamento da nave Sputinik | em outubro de
1957, pela Russia,provocou uma comogao através de todo USA e do mundo
ocidental cujos efeitos foram sentidos no investimento degrandes somas de
fundos federais para inovagdes e incentivos a educagdo. As liderangas poli-
ticas dos paises desenvolvidos do Ocidente, bem como do Japao, estavam
preocupados com a necessidade de uma ampla educacéo para fazer frente
ao crescimento rapido nos novos campos abertos pela indUstria. O desafio
russo os levou a acreditar que os curriculos vigentes eram inadequados para
enfrentar as ameagas do avango tecnoldgico russo e pressionaram uma
mudanga a nivel educacional, surgiram novos projetos de curriculos e a rea-
lizagdo de inimeras conferéncias e simpdsios de debates.

Uma das primeiras reagoes nos USA foi a criagao dos grupos School Ma-
thematics Study Group (SMSG) e do Physical Science Study Commitee
(PSSC) em 1958 e 1959, que tinham como objetivo melhorar o ensino me-
diante preparacdo de textos cujos conteudos eram ensinados através de ex-
perimentos. Esses textos foram publicados no Brasil em 1966 e 1967 sob o
patrocinio da “Alianga para o Progresso” (convénio MEC-USAID)

A Organizacao de Cooperagao e Desenvolvimento Econdmico (6rgéo que
une os USA, Alemanha, paises do Mercado Comum Europeu e os da Es-
candindvia) patrocinou em 1959 em Royaumont, na Franga em 1960 em Du-
brovnic e em 1961, em Paris, seminarios dos quais sairam as "Sindpses pa-
ra a matematica da escola secundéria e matematica para fisicos e enge-
nheiros”, publicados pela UNESCO e que nortearam as mudancas que se
seguiram.

Deve-se notar que as mudangas foram iniciadas a nivel universitério, in-
duzidas pelos governos; foram desenvolvidas por professores que estavam
nas universidade e nao no ensino secundério e muito menos no primario.
Nesses semindrios influenciaram principalmente os matemaéticos franceses
do grupo Bourbaki, sua preocupagao com 0s contelidos, com o aspecto for-
mal, abstrato e rigoroso, com énfase na precisao das definicbes e no uso
cuidadoso da ling m. A énfase a Teoria dos Conjuntos, na busca ‘pela
unificagao das estruturas ieva Dieudonné (do grupo Bourbaki e talvez um
dos maiores analistas) a dizer em Royaumont: “Abaixo Euclides”, propondo
o0 estudo da algebra linear em substitui¢ao ao estudo da geometria euclidia-
na, ao da Trigonometria ao dos nimeros complexos, etc. A utilidade da
Geometria Euclidiana como meio de formagédo do pensamento é violenta-
mente questionada; desloca-se o enfoque euclidiano onde se dava énfase
ao estudo dos tridngulos através das congruéncias para o estudo do parale-
logramo através de vetores e se introduz a élgebra vetorial.

Por outro lado as experiéncias levadas a efeito no comego dos anos 60,
na Bélgica por Papy; na Austrdlia por Hull; no Canadé por Dienes e Gaulin
baseadas nos desenvolvimentos psicolégicos do ser humano, pesquisados



nas experiéncias de Piaget,vém modificar em muito o efeito inicial criado
pela influéncia dos bourbakistas.

O desenvolvimento da Psicologia Genética Experimental e o crescente
questianamento filosofico, politico, cultural que se iniciou no final dos anos
60 colaboraram para o desenvolvimento de uma nova viséo nao somente do
ensino da matematica,de seus conteudos e métodos, mas também dos fins
a que se propde uma sociedade ao se estudar matematica.

Talvez, pudessemos resumir 0 ensino da matematica antes das conside-
ragbes feitas acima com algumas questoes. Existiam perguntas basicas:

O que ensinar?

Como ensinar?

A quem ensinar?

Com a evolugéo da Psicologia Genética surge outra questao:

Quando ensinar?

Como consequéncia do guestionamento iniciado no final de 60 surge
uma outra questao:

Para que ensinar?

Analisaremos alguns paises onde as mudangas ocorreram.
| - Inglaterra

Informe Jeffrey — Publicado pelo érgdo nao governamental — “Mathe-
matical Association”, em duas partes:

Primeira parte — em 1944, proposta de mudangas para a escola secun-
daria, com uma reducdo dos célculos e manipulagéo da geometria formal,
enfatizando a funcionalidade levando a matematica a ter uma relagéo mais
com a vida e experiéncia dos alunos. Sugeria um curriculo unificado para
evitar a tradicional compartimentagéo em geometria, 4lgebra e artmética;

Segunda parte — em 1956, proposta de mudancas para a escola prima-
ria dando as diretrizes do ensino da matematica para as proximas decadas.
Toma a posi¢do de que as criancas se desenvolvem com ritmo proprio e
que aprendem através de respostas ativas e das experiéncias.

Este informe foi preparado por matematicos, professores universitanios.
lamentavelmente sem estabelecer conexdes efetivas com as escolas
priméria e secundéria e por isso influenciou muito pouco.

Por outro lado, as conexdes mais efetivas entre as reformas propostas
pelos professores universitarios e oS professores primdrios e secundérios
foram feitas através da associagao de Professores de Matematica. Essa as-
sociagao de professores na@o universitarios surgiu da necessidade de se
reunir interessados em investigar novos materiais didaticos para o ensing de
matematica, enfatizando os métodos de ensino e ndo o conteudo. As revis-
tas publicadas entre 1964 e 1967, influenciaram muito 0 meio docente. Note



que a exigéncia de uma mudanca na mentalidade dos docentes partiu dos
professores universitarios, mas o impeto para tal, veio dos professores se-
cundarios.

No comego dos anos 60 surgiram muitos grupos na Inglaterra com de-
senvolvimento de outros projetos, sem apoio do Ministério da Educacao
mantendo a tradic@o inglesa das matematicas aplicadas e evitando o ex-
cesso da abstracéo.

O projeto mais conhecido no Brasil & o Nuffield, iniciado em 1964, cujo
registro foi publicado no Brasil com o nome “Se eu fago eu aprendo”. Tinha
'como meta produzir um curso contemporéneo objetivando o relacionamento
da crianga com aspectos do mundo que a rodeia, introduzindo-a gradativa-
mente no processo do pensamento abstrato e formando uma mente I6gica,
critica, mas sempre criativa.

Il - Franga, Bélgica, Suica e Canada

Em 1963 cria-se a Sociedade Belga de Professores de Matematica e
forma-se em Paris um grupo de estudos dirigidos por membros do Grupo
Bourbaki e que objetiva difundir trabalhos que melhor servissem a causa do
ensino da Matematica.

Em 1955 é publicado "L’ énséignement des Mathematiques” por Piaget,
Beth, Dieudonné, Lichnerowicz, Choquet e Gattegno.

Em 1957, Luclenne Felix, publica “L'Aspect Moderne des Mathemati-
qwsﬂ.
éEm 1959, Papy, do grupo Belga, publica “Quinze legons sur I'algebre li-
néaire”.

Em 1960, Dienes, em Quebec publica “Building up Mathematics”

Em 1963, Hull, na Australia, faz suas primeiras experiéncias usando blo-
cos légicos, por ele criados que s@o desenvolvidos, posteriormente, por:
Dienes.

Em 1964, Choquet, do grupo Bourbaki, langa seu livro “L'énséignement de
la Geometrie”, onde faz uma exposicao axiomatica da geometria euclidiana
com uma proposta diversa da de Dieudonne, expostas no congresso de Ro-
yaumont.

Em 1965, Dieudonné publica seu livro “Algébre (indaire et geémetrie
élémentaire” refutando as idéias de Choquet e unificando a ‘geometria pu-
ra”, geometria projetiva, geometria conforme, teoria dos Nimeros Com-
plexos, sob a dlgebra linear.

Em 1967, o Centro Belga de Pedagogia e Matematica, ligado & Socieda-
de Belga de Matemaética, comeca a implantar com alunos de seis anos 0s
mini-computadores de Papy, que tém como abjetivo introduzir a crianga no
mundo racional matematico e iniciar progressivamente as técnicas de cai-
culo. Outros materiais manipuldveis e estruturados (material Cuisinaire e
blocos l6gicos) comegam a ser utilizados no ensino. Os conceitos matema-
ticos v&o ser construidos com o auxilio de materiais concretos, desenvol-
vendo-se a estrutura légico-matemdtica através de relagdes que a crianca
estabelece com a ajuda desses materiais. Também, no Canad4, o Professor
Claude Gaulin pesquisa com afinco esses materiais.



A preocupagdo com os aspectos psicologicos, com o desenvolvimento
cognitvo da crianca comega a se fazer presente e a influéncia da psicologia
experimental se faz sentir através da aplicagao dos estudos de Jean Piaget.

_ O questionamento para o ensino da matematica ganha mais uma ques-
tao: "Quando se ensinar um determinado conteldo?"

 Em 1968, o govemo Francés instalou vérios institutos de pesquisa no en-
sino da Matematica (IREM) nos quais também se reciclam professores e se
preparam licenciandos.

A partir de 1974, muitas criticas comegaram a surgir sobre as mudancas
ocorridas com o ensino da Matematica, Matematicos e educadores como
André Revuz Fehr Gattegno e outros levantam duvidas quanto ao sucesso
dos métodos e meios utilizados nas mudancas.

Ill — Estados Unidos

Em 1951, em lllinois, sob a orientagao do Professor Max Beberman, for-
ma-se 0 programa UICSM que objetivava melhorar os curriculos da escola
secunddna, enfatizando as leis algébricas, os principios dedutivos, relagbes
e fungdes, dando énfase ao mesmo rigor € preciséo que caracterizavam a
nova matematica que estava sendo desenvolvida pelos grandes nomes de
pesquisa. Pensavam em incluir o que chamavam "métodos pedagogicos da
descoberta”, porém, isso nao ficou claro nos livros que se seguiram ao proje-
to.

Em 1957, surgiu o Projeto Madison sob a orientagao do Professor Robert
Davis, com o objetivo de formar professores. Desse projeto se originou ma-
terial didatico baseado no “método da descoberta” e se comegou a fazer
uso de materiais manipulaveis,

Em 1958, em lllinois,sob a orientagao do Professor David Page, forma-se
o programa UIAP, que visava a melhoria dos programas de escola primaria,
no qual o contetido foi outra vez priorizado.

Em 1961, surge o Projeto Minnes-mat, dirigido pelo professor Raul Ro-
senbloon, que propunha produzir um curriculo integrado de matematica e
ciéncias para criancas de 5 a 11 anos. Baseado fundamentaimente ng meio
ambiente, dando énfase &s experiéncias concretas das criangas, através das
quais a percepgao as idéias matemdticas pudessem ser desenvolvidas.

Com o surgimento dos grupos SMSG e PSSC, ja citados, proliferam as
idéias com a preocupagao de “Textos Experimentais”, onde o aluno aprende
através de experiéncias que ele realiza.

No comego dos anos 70, seguidores do pedagogo Jerome Bruner levam
adiante a idéia que “Todo tema pode ser ensinado de uma forma eficaz
e intelectuaimente honesta a qualquer ciianga em qualquer idade”. Isto es-
timulou ainda mais a introduga@o, nos curriculos da escola elementar de no-
vos temas, que anteriormente s6 eram ensinados em niveis mais avanga-
dos. Assim, SMSG iincluiu no seu programa para o primario geometria in-
formal, probabilidade, digebra e teoria dos numeros. O enfoque se situava
no contetido, com énfase na estrutura. O conceito de conjunto aparecia co-
mo conceito unificador e palavras como “propriedade numérica do conjunto”,
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“comutativa”; “pertinéncia” encontravam lugar na linguagem da escola pe-
maria.

Em 1974. Monis Kline publica o livo “O tracasso da matematica moces-
na". onde sdo feitas sérias ciiticas a como se desenvolvia 0 movimento da
reforma do ensino da matematica. Outros matematicos também se levania-
ram contra os exageros vigentes, todavia o lucro com a venda dos livros tex-
tos, (originados dos projetos e gue muitas vezes nao haviam sido lestados

“experimentalmente), foi um dos fatores primordiais para a disseminagao das
idéias, Também, os professores foram muito estimulados e, as vezes, ate
forcados pelo sistema escolar (representantes governamentais e professores
universitarios) a se reciclarem nos novos Metodos.

Situagao atual

De 1980 em diante, se intensificaram as preocupagdes com o resultado
do ensino da matematica e foi sendo criada uma disciplina, considerada
ainda hoje por Gaulin, como uma disciplina nascente, que é a Educacao
Matematica. Os pesquisadores nao formaram ainda um consenso sobre
qual é realmente a definicao de sua drea de abrangéncia, todavia sabe-se
que Educagdo Matematica envolve ndo so didatica da matematica e meto-
dologia, mas Psicologia, Lingtiistica, Epistemologia, Sociologia, Diddtica em
geral, Politica, enfim, Educagao Matematica abrange um espectro amplo de
disciplinas.

Nesta década ja foram realizadas nove conferéncias internacionais de
Educagao Matematica de grande porte, bem como inumeros encontros ame-
ricanos (CIEM); diversos grupos e associagdes de pesquisa bancos de da-
dos bibliograficos ja foram implantados nos USA em conexao com bancos
franceses e cada vez mais se intensifica o intercambio entre os prolessores
e pesquisadores.

No Brasil

A repercussdo do movimento de mudancas se fez sentir no Brasil no co-
mego da década e com o apoio do governo para as reformas de curriculo,
com a nitida influéncia bourbakista.

Em 1961, no Recife foi publicado pelo Prof. Waldecyr C. Araujo Pereira o
primeiro livio sobre matematica modema intitulado “Matematica Dinamica
com Numeros e Cores".

As primeiras publicagbes para o secundario sao do Professor Oswaldo
Sangiorgi, do Grupo de Estudos de Matematica de Sao Paulo.

Em 1955, foi realizado o Primeiro Congresso Nacional de Ensino organi-
zado pela Professora Martha Dantas, da Bahia. Outros congressos aconte-
ceram em 1957 (RS); 1959 (RJ). 1962 (PA, organizado pelo Prof. Jorge E. F.
Barbosa e pelo grupo de Ldgicae Fundamentos do Departamento de Analise
da UFF). Com a revolugdo de 64, nao houve mais a possibilidade de reali-
zagao de congressos e varios grupos de estudos se formaram, que trabalha-
ram sem intersecoes entre eles GEMEG (do Estado da Guanabara); GEM
(de Séo Paulo); GEMPA (de Porto Alegre) e outros, destacando-se © grupo
da Bahia, liderado pelo Professor Omar Catunda.

Em Niterdi, no comego dos anos 70, foram iniciadas no Centro Educacio-
nal de Niterdi (CEN), experiéncias lideradas pela Professora Teresa Regina
Werneck Richa, A vinda da Professora Lucienne Felix ao CEN & acrescida a



ida do Professor Arago de Carvalho Backx para estudar com ela e Papy, na
i%@:Iglica. Também Dienes, Papy e Gaulin vém a Niterdi, Porto Alegre e Sao
aulo.

Apds sua volta em 1971 ao CEN, o professor Arago de Carvalho Backx
deu continuidade durante mais de 8 anos &s experiéncias baseadas nos mé-

todos belgas.

Ainda no comego da década de 70, surgiram os grupos da Universidade
do Parand, com interesse em Logica e Geometria e o grupo da Unicamp, li-
derado pelo Professor Ubiratan D'Ambrésio.

Em 1976 é fundado no Rio o GEPEM, Grupo de Estudos de Pesquisas
em Educacdo Matematica, liderado pela Professora Maria Laura Mouzinho
Leite Lopes.

Em 1980, aconteceu o Primeiro Encontro Nacional de Professores de
Educacdo Matematica da Unicamp e dal para ca encontros regionais
tém acontecido cada vez com mais freqiiéncia. Surgiram novos g
(Fundao, RJ; G-Rio, RJ Momento SP; Gemani, Nova Iguacu, RJ; CE%I -
Centro de Ciéncias, RJ) e o Primeiro Curso de Mestrado em Educacdo Ma-
tematica na UNESP — de Rio Claro.

Em fevereiro de 1987, o Primeiro Encontro Nacional de Educagao Mate-
mética (ENEM) em S&o Paulo, buscouagregar os professores brasileiros e
sugeriu a criagao da Sociedade Brasileira de Educagao Matematica que fi-
nalmente foi oficialmente criada no Segundo ENEM em janeiro de 1988, em
Maringé.

Nota-se, portanto, uma grande preocupagao com os rumos que a Educa-
¢@o Matemdtica vai tomando no Brasil, preocupac@o essa, nao so quanto
aos contetidos programaticos (0 que ensinar?), mas com as pesquisas em
Etnomatematica realizadas no Brasil, Consideragbes a niveis pedagdgico e
sociologico, comegaram a surgir decorrentes da realidade brasileira. Parece-
nos que finalmente surge uma p-eocupagao de se analisar as necessidades
reais do alunado brasileiro, principalmente da escola basica, & luz da psico-
logia, sociolocia e de outras disciplinas, que ndo somente A da Matematica.

BIBLIOGRAFIA
a) UNESCO - L'Enseignement des Sciences Fondamentales (Mathemati-
ques) - série, Volumes 1 e 2, Paris 1966 e 1981

b) KLINE, M. — O Fracasso da Matematica Modema — Editora Ibrasa, Sao
Paulo — 1976

c) REVUZ, A. — Matematica Moderna, Matematica Viva — Editora Fundo de
Cultura, Rio de Janeiro — 1967

d) Cademnos Pedagdgicos do CEN — Niterdi, ano 7, n? 11 — 1980

Professora ANA MARIA M, R. KALEFF 24000 — Niterdi
Departamento de Geometria — UFF Rio de Jan';?,f'
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0 ENSINO DE ADIGAO E SUBTRAGAD
PARA ALFABETIZANDOS ADULTOS
Newton Duarte

Universidade Federal de Sao Carlos (UFSCar)

O texto apresenta uma experiéncia de ensino das operagdes de adi¢ao e
subtragdo com alfabetizandos adultos. Tal experiéncia teve por fundamento
dois pressupostos pedagégicos matemndticos: 1) o célculo no dbaco como uma
das etapas mais importantes no processo histérico que gerou o célculo escrito
pode ser uma etapa igualmente importante no processo ensino-aprendizagem
desse célculo escrito 2) a relagdo entre a adi¢ao e a subtragéo, enquanto ope-
ragdes inversas entre si, é de fundamental importancia para o processo ensino-
aprendizagem dessas operagbes. A partir dessa experiéncia de ensino, o texto
aborda questdes como: a superacdo dos métodos tradicionais e escolanovis-
tas; a relagdo entre teoria e prética; a necessidade de diregao (pelo educador)
e da recriagao (pelo educando) do conhecimento socialmente acumulado e ou-
tras questdes importantes para a reflexdo pedagdgica de um modo geral.

Introdugao

Venho desenvolvendo um trabalho na érea de ensino de Matematica com
alfabetizandos (vide DUARTE, 1985a, 1985b, 1985c). Sendo quase inexplorado
esse campo, tenho encontrado alguma dificuldades em debater, com outros
educadores, 0s resultados parciais e provisérios a que tenho chegado. Na bus-
ca de superar essa dificuldade, optei por divulgar tais resultados atraves de
publicagdes, esperando que isso suscite um debate mais amplo, do qual sur-
jam sugestdes e criticas que possam contribuir para a pesquisa que venho de-
senvolvendo.

Este artigo n@o se dirige apenas aqueles que trabalham com o ensino de
Matemética e/ou com ensino de adultos, mas também aqueles que estao es-
tudando e debatendo questdes como aquelas sobre a superacao dos chama-
dos tradicionais e escolanovistas, sobre a relagéo entre a forma e o conteudo
do processo ensino-aprendizagem, sobre a dimenséo técnica e politica da edu-
cagao, etc. A reflexao sobre esses temas pode ser enriquecida através de con-
tribuigdes de cada area especifica de ensino. Nao é possivel, no espago de um
artigo, analisar de modo mais detalhado todos esses temas através da se-
qliéncia de ensino apresentada. No entanto, procuro fornecer alguns elementos
para essa analise. Creio que seria muito proveitoso, ndo s6 para o meu traba-
lho como também para a reflexao pedagégica de um modo geral, que educa-
dores de diversas Areas se desvencilhassem daquele receio para com a pala-
vra “matemdtica” e procurassem analisar cada pequeno procedimento aqui
descrito, na sua relagao com uma concepcao pedagdgica e social.

Neste trabalho apresento a Segunda Unidade do Programa desenvolvido
com os alfabetizandos do Segundo Projeto de Alfabetizagdo de Funcionarios
da UFSCar (PAF-2). Esta unidade se refere ao ensino das operacoes de adigao
e subtragéo, enquanto a Primeira Unidade pode ser conhecida através das pu-
blicagdes ja citadas.



Primeiramente trato Sinteticamente dos pressupostos pedagégico-mate-
maticos que nortearam esta Segunda Unidade; ocepois descrevo & sequéncia
de passos adotada e por fim analiso alguns aspectos implicitos.

Pressupostos pedagdgico-matematicos

A seqiiéncia de passos baseou-se em dois pressupostos pedagogico-ma-
tematicos:

1) O calculo no dbaco como uma das etapas mais importantes no pro-
cesso histérico que gerou o célculo escrito pode ser uma etapa igual-
mente importante no processo ensino-aprendizagem desse calculo es-
crito.

Os gregos e os romanos possuiam sistemas de numeragao impréprios
para o célculo escrito. Calcular era uma tarefa quase que totalmente depen-
dente do 4baco e a escrita era utilizada apenas para o registro das operagdes
realizadas e dos resultados obtidos.

Os hindus possibilitaram o desenvolvimento de um sistema de numera-
¢do que depois foi difundido pelos drabes e que, em esséncia, é o sistema uti-
lizado atualmente em nossa sociedade. Tal sistema de numerag&o incorpora
os mesmos principios do dbaco e isso possibilita que realizemos 0s calculos
por escrito com uma facilidade desconhecida para os gregos € 0s romanos.

HOGBEN (1946:52-310) explica:

“O novo vocabulério numeral dos hindus permitiu executar no papel as operacoes
efetuadas no dbaco e de maneira semelhante (...) Efetuar mentalmente ou 'de cabega’,
na linguagem da fisiologia moderna, significa que o cérebro recebe, das pequenas varia-
¢Oes de tensdo dos musculos da drbita & dos dedos (6rgéos de contagem), & mesma
seqiéncia de mensagens nervosas que acompanham o trabalho no abaco. Por exempilo,
‘véo dois’ quer dizer que esgotamos por duas vezes as contas de uma coluna e lemos
pois, de colocar duas contas na coluna vizinha da esquerda, para nos lembrarmos do
fato, Isto s6 é possivel, porque 0 emprego do 0 (zero) ou sunya, para representar & colu-
na vazia, faz o ntmero de algarismos igual a0 numero de colunas do abaco.”

Assim como na histéria da humanidade o sistema de numeraco hindu-
arabico permitiu realizar por escrito adigbes e subtragdes seguindo 0s Mesmos
principios do célculo que se fazia no abaco, a aprendizagem do céalculo escrito
pode apoiar-se no céiculo através desse instrumento, possibilitando ao edu-
cando a compreenséo da origem de cada procedimento operatorio.

Para representar no &baco, por exemplo, 0 numero duzentos e trinta e
um, utilizam-se trés colunas. A primeira coluna da direita teria uma conta, a se-
gunda coluna, trés contas com cada uma corespondendo a dez da primeira
coluna; é a terceira coluna, da direita para a esquerda, teria duas contas, com
cada uma correspondendo a dez da segunda e, consegientemente, cem da
primeira.

Em nosso sistema de numeragao esse numero é escrito assim: 231, O
algarismo 2, pela sua posi¢&o, assume um valor correspondente a 2 centenas
ou 20 dezenas ou ainda 200 unidades; o algarismo 3 assume um valor comes-
pondente a 3 dezenas ou 30 unidades e o algarismo 1 assume um valor cor-
respondente a uma unidade,

L4
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Como se pode notar, seja no dbaco ou seja através do sistema de numeragao S&o
utiizados o principio de valor posicional e a relag@o de correspondéncia um-para-dez, Is-
s0 mostra que o sistema de numeragao e o Abaco baseiam-se NoS Mesmos princlpios.

Vejamos agora algumas das conseqiéncias disso no que diz respeito ao célculo
escrito. Se adicionammos nove unidades a0 nimero tomado como exemplo, obleremos

um total de dez contas na coluna das unidades.

10 cortas

Com base na relagio de correspondéncia um-para-dez e no valor posicional, reti-
ramos essas dez contas da coluna das unidades e correspondendo a essas dez, &

adicionada uma conta as da coluna das dezenas.

INNE N

& 3 ® 3 2 4 0
Eis af a justificativa do procedimento chamado “val-um” do algodtmo da adi¢ao.
1 1
231 231 231
+39+1=10~ ¢ N ¥
9 Cwvaiam® 9 =
0 240

O mesmo ocorre com o oposto de “vai-um”, que & o “empresta-um”.
Se de 240 queremos subtrair nove unidades, retiramos uma conta da coluna das

dezenas e a trocamos por dez que séo colocadas na coluna das unidades.

e i

280 < 3

Dessas dez, podemos ent&o subtrair as nove unidades.
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E o que acontece no algoritmo da subtragéo;

310 3 19
240 240 240
— <+  troca-ssumadezena = - -
2 por dez unidades. 9 !
231

Como se pode ver, o &baco mostra, de uma forma bastante visivel, as origens dos
procedimentos operatérios da adigdo e da sublragdo e mostra, ainda, aquilo que & o se-
gundo pressuposto pedagdgico-matemético dessa Unidade,

2) A relagdo entre a adi¢io e a subtrag@o, enquanto operagdes inversas entre si, |
& de fundamental importancia para o processo ensino-aprendizagem dessas operagdes.
J& mostrel que procedimentos operatdrios como o “vai-um” e o “empresta-um” nada
mais s&o do que o mesmo movimento com sentidos opostos, E, pois, de’ fundamental im-
poriancia para o dominio do célculo escrito, a compreenséo dessa relacao entre opera-
¢oes inversas entre si.

Além dessa importancia para o céiculo, existe a importdncia para o raciocinio de
um modo geral do educando. PIAGET (1975:247), chama a isso de reversibilidade do ra-
cioclnio, Vejamos como ele descreve a auséncia desse tipo de raciocinio:

"Pensar de maneira irreversivel € néo saber passar de uma destas operagbes pa-
ra a outra, é portanto, em poucas palavras, ndo saber manejar as operagoes como tais: é
substitulr um mecanismo operaténo mével e de diregao dupla pelas percepgbes estélicas
& sucessivas de estados que é impossivel sincronizar e, conseqlientemente, conciliar.”

Essa relagao entre a adigdo e a subtrag@o enquanto operagdes inversas entre si
j& vinha sendo trabalhada desde a Primeira Unidade, através de certos exerclcios de re-
presentagdo de ndmeros no dbaco. (DUARTE, 1985c¢, sétimo passo).

E por considerar tdo importante essa relagio que nio concordo com a proposta de
outros trabalhos onde se ensina primeiramente a adigao e a multiplicagéo. (NICOLAI,
1984: 10 e LAMPARELLI, 1984: 11)

O ensino

Na seqiiéncia de passos adotada procurei com que os educandos captassem
através do seu fazer aqueles pressupostos descritos anteriormente. Uma observagao: o
tempo requerido para percorrer, com os educandos, cada passo da seqiéncia, & varidvel
de acordo com as caracterlsticas préprias de cada situagao (horas diarias disponlveis,
periodo fixado para o trabalho de ensino, ritmo de aprendizagem dos educandos, ete.).

Primeirc passo: adicdo e subtracao no dbaco (sem “val-um” e sem “empresta-
um")
12



Foram utilizados dois dbacos para cada educando e para o professor. Os educan-
dos realizaram uma série de adigbes e subtragdes com o auxilio de dois &bacos. Nao
escreveram as operagdes nem no caderno nem na lousa. O objetivo deste passo foi de-
senvolver 0 dominio dos movimentos (das maocs e do cérebro) contidos na realizagao de
adigdes e subtragdes no abaco, como forma de preparar para a realizacéo de operacdes
por escrito, Os alunos trabalharam com dois &bacos para que no infcio da adigao ficas-
sem registradas as duas parcelas a serem somadas. Trabalhando apenas com um &ba-
co @ nao estando escritas as parcelas a serem somadas efou subtraidas, eles teriam
que guardé-las de meména durante toda a operacéo, o que poderia dificultar o calculo.

Foi dada grande atenc@o & relag&o de oposicao entre as duas operagoes; apds a
realizagao de cada adigdo era realizada a sua oposta, a subtragao.

INomalments, a adigfo, a multiplicagio e a polenciagao sdo chamadas operagées diretas enquanto que
a subltracfo, a divisdo e a radiciagdo s30 chamadas operagdes inversas. Neste artigo ulllizarel o tenmo
operagbes inversas para designar a relagéo entre a edigo e 8 subtragio, na medida em que uma & in-
versa & outra,

As propriedades das operagoes foram trabalhadas de forma empirica. Por exem-
plo, na adigao 24 + 35, a propriedade comutativa (a ordem das parcelas nao altera a so-
ma), pode ser trabalhada adotando-se diferentes ordens para realizar a adigao, consta-
tando-se que o resultado ndo se altera.

Para dar uma idé&ia da din8mica adotada, descrave como realizei, com 0s educan-
dos, as operacdes: 35 4+ 24 =59,

59-24 =35

a) solicitel aos educandos que representassem num &baco o nimero 24:

L 4

b) solicitel que representassem em outro o ndmero 35:

-

¢) solicitei que colocassem os &bacos alinhados da seguinte maneira:

Orientei para que a coluna das unidades de um d&baco ficasse alinhada a coluna
das unidades de outro (0 mesmo com a das ¢ezenas). Isto prepara para a futura monta-
gem do algoritmo,

14 d) solcitei que eles "juntassem" aquelas quantidades em um &baco so.



e} apds todos terem realizado a operacdo, um deles disse como tinha feito. Apro-
veilei para ir representando no meu &baco grande, colocado de frente para os educan-
dos, as parcelas e realizando a adi¢do. Depois repeli a operagao, somando em outra
ordem, para demonstrar a propriedade comutativa da adicao.

| 4

o
L gl

4+5 3
g i
& 9

f) num dos 4bacos estava, portanto, representado o nimero 59. Para a realizacéo
da operagao oposta, solicilei que 0s educandos tirassem 24 desse 59, colocando 024 no
&baco que havia ficado vazio e verficando quanto restara no outro abaco.

NN
_;.ja_:L%q
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Dessa maneira ficou bastante acentuada a relagao entre as operagoes de adicao e
subtrag@o, A seguir fisto algumas das adi¢des e subtracoes realizadas neste passo:

1)43+5 2)90+6 3)21+32 4) 143+6 5)201+50
48— 5 96 -5 53 - 32 148-6 251-50

6) 462 +26 7) 602+ 111 8) 1.021 + 142 9) 20.403 + 6.362
488 - 26 713 =111 1.163 - 142 26,765 —6.362

Este momento também & aproveitado para dar continuidade aos exercicios de re-
presentagio de nimeros (no &baco) realizados na Primeira Unidade. Por isto utilizei ni-
meros com varias casas decimais e vérios nimeros com zero.

Como pode ser visto nos nove exercicios listados, era realizada, apds cada adi-
¢ao, pelo menos uma subtragio, enquanto movimento oposto dessa adicdo. Na medida
em que os educandos ja estejam dominzndo a relagao entre as operagoes inversas, po-
de-se realizar uma segunda subtragao. Por exemplo, no exercicio 9, além da subtragio
26.765 - 6.362, realiza-se a subtracao 26.765 - 20.403.

Segundo passo: adicio e subtrag@o (operacdes no 4baco e escrita das operagoes
na forma horizontal).

Neste passo foram combinados os sinais de +, —, e = (depois descreverel como
isso foi feito) & as adigbes e subtragdes passaram a ser escriias na lousa (pelo profes-
sor) e no caderno (pelos educandos).

A escrita teve, neste momento, a funcdo de apenas registrar as operagoes a se-
rem realizadas ou |4 realizadas, nao tendo, ainda, & funcao de servir aos calculos. Estes
foram realizados no &baco.

Para a introducdo dos sinais, procurei salientar a fung@o dos mesmos na comuni-
cacdo escrita e a necessidade de padronizag@o dos simbolos mateméticos também em
fungéo dessa comunicacao. A dinamica adotada foi a seguinte:

a) combinei com os educandos que ina escrever um nimero na lousa, sendo que
nem eu nem eles lerfamos o nimero em voz alta e cada um teria gue representar aquele
nimero no Abaco. O nimero escrito na lousa foi 0 63, Sua representaco no dbaco, € a

seguinte: i EL
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b) apés todos ferem feito a representacio no seu dbaco, pedi que eles dissessem
que nimero era aquele e representei o ndmero no &baco grande, aproveitando a oportu-
nidade para fazer com que os que erraram explicitassem e analisassem seu raciocinio,

¢) escrevi outro ndmero, & direita do 63, conservando um intervalo (para posterior
colocagéo do sinal +). Foi combinado que também esse nimero nao seria, num prmeiro
momento, lido em voz alta e cada um o representaria num segundo dbaco. Esse segun-
do némero foi 0 22, Na lousa, os dois nimeros ficaram dispostos da seguinte maneira:

63 22

d) apds todos terem terminado, representer 0 22 num segundo abaco grande.
¢) solicitei que os educandos alinhassem as colunas dos abacos e juntassem as
duas quantidades num &baco sd.

2 SO 91 I

' \
I+2 6 tol

—_>

FEEFN S v

Y 5

f) iz a adicdo nos &bacos grandes e escrevl o resultado na lousa, deixando um
espaco para a colocagdo do sinal =

63 22 85

g) expliquei, entdo, que assim como escrever 0s nimeros 63 e 22, na lousa, havia
pos'sibilitado que eles fossem rapresentados, no &baco, sem necessidade de comunica-
gao oral, havia também a necessidade de se utllizar alguma forma de comunicar, por es-
crito, "0 que era para fazer com agueles nimeros”. Pergunter se algum deles conbeca ¢
sinal que & utilizado para se somar e eles sugenaram vanos tipos de sinais. Expliquei en-
a0 que, em princlpio, nd@o seria errado adotar algum daqueles sinais, na medida em que
isto & uma questdo de convengao, ou seja, de se combinar um sinal comum a todos. O
sinal em sl mesmo n&o & certo nem errado. © que laz com que seja errado adotarmos
quaiquer sinal para as operagtes de adigao e subtragac £ a necessidace de comunica-
¢ao. Por esta necessidade é que utilizamos, para a adi¢ao, 0 sinal +, |4 convencionado,
Expliquel ainda que, em outras &pocas. oulros sinais loram adolados e quando esse si-
nal apareceu ele era representado assim; 2

|

|
Com o tempo ele foi simplificado para a forma que hoje utilizamos. Com 1550 procu-
rer mostrar que os simbolos matematicos nao t&m aquela dmensac quase magica que
muitas pessoas lhe atnbuem, mas sao resuliado de uma necessidade concreta de co-
municacao.

17



A seguir escrevi o sinal entre 0 63 e 0 22:
63422 85

86 faltava combinar um sinal para mostrar que 85 era o resultado daquela adigao.
Introduzi 0 sinal =
63 + 22 =85

h) solicite que eles escrevessem essa expressdo matemética no caderno. Crien-
tei para que o sinal + fosse o mais corretamente possivel, para nao gerar, depois, confu-
S&o com o sinal x (multiplicagao). Este detalhe pode parecer insignificante, mas sendo o
sinal um Instrumente de comunicacgao, escrevé-lo incorretamente prejudica a eficicia
desse Instrumenta. Alguns educadores poderdo considerar “autoritiria” tal atitude. Ela
seria autoritdria se fosse uma imposigdo sem justificativa, se o educando ftivesse que
aceltar sem comgpreender 0s motivos. Mas, na medida em gue se procura mostrar a ne-
cessidade que gera a utilizagdo correta do sinal, de maneira nenhuma essa atitude pode
ser considerada como “autoritarismo”,

f) procedimenlos analogos aqueles jd expostos foram utilizades com a subtracao

85-22 = 63.

Essa linguagem escrita foi entdo exercitada com a realizacao de vanas adicdes e
subtrages, Eu escrevia na lousa a operagao a ser realizada, eles a escreviam no ca-
derno, realizavam-na no dbaco e escreviam o resultado no caderno.

1)604 + 2 2)525 + 34 3) 1.023 + 136 4) 24.001 + 5.697
606 — 2 559 - 34 1,189 - 136 29698 - 5.697

No item 4, ao invés de escrever a operagao na lousa, eu a ditei, para que eles a
anotassem no caderno e a seguir a resolvessem no caderno. A finalidade é a de exerci-
lar a relacao entre o que se fala e 0 que se escreve com 0s Sinais matematicos.

Terceiro passo: adicho e subtragao (4baco, algontmos e dedos)

Neste passo a escrita passou a ser utilizada para o célculo. J4 tendo sido treina-
dos no abaco os movimentos de raciociio necessarios aos algoritmos de adigao e sub-
tragao e Ja tendo sido introduzida parte da simbologia, tornou bastante simples a intro-
dugao dos algontmos.

2551ve 2 evolucao dos sinals vide DANTZIG, 1970:78-79, & MALBA TAHAN, 1963:29-36,

Além da utihzagao do 4baco para auxiliar a compreensao do cdiculo pelo algontmo,
também utlizel com os educandos o procedimento de contar nos dedos. Esse procedi-
mento iem a fun¢o de auxiliar ¢ educando quando ele ainda ndo memonzou os fatos ba-
sicos da adicao. Falos basicos so as adicdes de duas parcelas em que ambas 1ém
apenas uma casa dec:mal, isto &, as parcelas vao de zero a nove. Sua memornzacao
& importante para a agilidade nos célcules, O terceiro passo, a memonzagao dos falos
basicos, anda nao ol exercitada intensivamente porque entendo que ela se fez com
muito mais eficiéncia quando os educandos j4 estao realizando adicdes através dos al-
goritmos, ainda que ulilizando meiws auxiiares como a contagem nos dedos. A memori-
zagao dos fatos béasicos mostra-se entac para o educando como uma necessidade para
o aperfeicoamento do célculo, De forma alguma considero desnecessana a memonza-
¢c30 no aprendizado da Matematica. Mas entendo gue ela deva ser percebida pelo edu-
cando enguanio uma necessidade decorente de um processo.

A escola tradicional nao errou por utilizar @ memorizacao, mas por torné-la um pro-
cedimento desvinculado das necessidades que o geraram, A escola nova, tentango su-
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perar essa falha, acabou por cair em outro unilateralismo: a abominacdo da memonzacao
e do reino, que passaram a ser considerados desneces<* -0s e repressivos.-

A compreensdo e o treino (que visa & memorizagdo, A automatiza¢ao) nao podem
ser vistos separadamente no processo de aprendizagem. Quando o educando esta re-
solvendo uma adi¢do utiizando-se dos dedos e do &baco, isso estd ao mesmo tempo
desenvolvendo sua compreensao do algoritmo ¢ treinando-o na memorizagao dos fatos
basicos. Evidentemente que em alguns momentos d&-se maior deslaque a compreensao
€ em outros ao Ireino. Mas quando se procura compreender algo, isso estd contribuindo
para o seu treino e quando se treina algo, isso esta contribuindo para uma COMpreensao
maior e mais segura, O treino serd tAo mais eficiente quanto mais se compreender o que
se esta treinando. E compreender-se-4 com muito mais profundidade e facilidade aquilo
que foi bem treinado,

Embora o procedimento de contar nos dedos nao fosse estrilamente necessario
neste passo, pois 0 dbaco j& & suficiente para o auxilio nos célculos, utilizei os dedos
com os educandos como uma maneira de prepard-fos para o quarto passo, onde o Abaco
nao é& utilizado.

A dindmica adotada para a introdug&o dos algoritmos foi a seguinte:

a) solicitei oralmente aos educandos que escrevessema adigao 53 + 24 na forma
introduzida no passo anterior, isto &, horizantalmente;

b) apds todos terem anotado tal adic@o nos seus cadernos, escrevi-a na lousa, so-

lictando a um dos educandos que me fosse “orientando” na escrita nos nimeros & do
sinal,

c) solicitei que eles representassem cada um daqueles nimeros em um Abaco,
depois alinhassem as colunas e entéo juntassem as duas quantias em um sé,

L,
LTV

7
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d) fiz a operagdo com os Sbacos grandes;

e} solicitei que colocassem o sinal de iguakdade e o resultado;

{) apds todos terem feito, fiz 0 mesmo na lousa:
53+24=77

g) entdo expliquel que irfamos “armar” a mesma conta na forma vertical, Esvaziei
0s dois Abacos grandes e num deles representei o nimero 53. Escrevi depois esse nli-

bl g s

No Abaco Na Lousa

No outro 4baco representei o ndmero 24, coloquei-o com as colunas alinhadas
com as do primeiro &baco e escrevi o nimerc 24 debaixo do 53, Chamei a ateng@o para
o fato de que, da mesma maneira como vinhamos colocando as colunas dos abacos ali-
nhadas, também na escrita colocarfamos as casas decimais alinhadas, para faciltar o
calculo:

No Abaco Na Lousa

S SR

24




Como o sinal j& era conhecido, coloquei-o ao lada dos nimeros.

53
+

24

Mostrei, na conia escrita horizontalmente, o sinal = e pergunter se alguns deles te-
riam alguma Idéia de como se costuma fazer na forma vertical. Deram vérias sugestdes,
algumas bastante véiidas como:

53
¥
24

Expliquei que fal modo de escrever nao seria errado, mas como nao & utilizado em
nossa sociedade, ele ndo cumpre a fung&o de comunicacao, Coloquei entao o trago utili-
zado costumeramente:

53
+
24

Juntei as contas das colunas das dezenas num sé &baco,

S5+

HH -

Apontando, no algeritmo |4 armado, a adicao 5 + 2, fiz a aaigao, agora nos dedos e
esereve o 7 na coluna das dezenas,
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Expliquei que, no dbaco, quando se soma as duas parcelas, elas somem e fica
apenas o resultado, sendo que quando se resoive a conta por escrito as parcelas conti-
nuam registradas e se escreve abaixo o resultado. Expliquei ainda que o 7 foi escrito na
dire¢d@o do 5 e do 2 para ficar mais f&cil de perceber que ele esta na mesma casa.

Somei. entao. no dbaco, as unidades:

Fiz 0 mesmo com os dedos e na algoritma:

53
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Depois fiz a mesma operagao comegando pela casa das unidades. Expliquel que o
resultado ndo se altera se comegarmos por uma ¢asa ou por oulra, mas que mais para a
frente iriam surgir casos em que fica mais fAcil, quando se opera por esciito, Inciar pelas
unidades. Essa situacao se deu quando, num dos passos posteriores, surgiv a adicao
com vai-urmn, onde é possivel operar-se por escrito comecando pela casa das dezenas,
ou das cenlenas, etc,, mas fica mais fAci comecando pelas unidades, No 4baco isso nae
acontece.

Procedimentos analogos foram adotados para montar o algoritmo da subtragao:

77
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A seguir, mostro uma série de adigdes e subtragbes que foram realizadas com os
educandos:



1) 214 257 2) 1.042 1.396 3) 2508 2935 4) 6.045 9.649
+ - + - + - + -
43 43 354 354 432 432 3,604 3,604

5)26.032 36,747
+ -
10.715 10,715

O uso no nosso pals & colocar o sinal + ou — & esquerda dos n%s, como:

214 257
+ 43 ~: g8

A dinamica adotada para cada conta foi a sequinte:

a) eu escrevia a conta na lousa, na forma vertical:

b) os educandos as resolviam no 4baco:

c) eles armavam o algoritmo;

d) resolviam a conta, por escrito, usando os dedos, se necesséario;
e) eu a resolvia nos &bacos grandes e na lousa (usando os dedos).

Quarto passo: adic8o com vai-um e subtragio com empresta-um

Neste passo, mais do que nunca, ficaram sallentadas a importancia do &baco para se.
compreender o calculo escrito e a imporiancia de se trabaihar a relacdo entre as ope-
ragles inversas.

Iniciei assim;

a) solicitef que os educandos representassem num 4baco o némero 24 @ noutro o
nimero 6;

b) solicitei que alinhassem suas colunas e realizassem a adigao. Surgiu entdo a
questao de se chegar a dez contas na coluna das unidades. Faciimente foi recordado
pelos préprios educandos que uma conta da coluna das dezenas comesponde a dez da
coluna das unidades, e entdo foram retiradas as dez contas e colocada uma na coluna
das dezenas.

Armei o algoritmo na lousa e fui resolvendo ao mesmo tempo que operava no &ba-
co. Fiz a conta tanto comegando pelas dezenas quanto comegando pelas unidades, para
mostrar que as duas maneiras sao possfveis, mas que comecando pelas unidades fica
mais facil, quando se opera por eserito,
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lroca-se as

dez unidades
2 q 7’ por uma dezena (vai-um)
*6
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Como se pode observar, no &baco € indiferente somar comegando pelas dezenas ou
pelas unidades, No caso do célculo escrito, ndo é errado comecar pelas dezenas, mas &
prético comegar pelas unidades, principalmente em contas onde as parcelas v8o até as
casas de unidade de milhar efc.

c) a seguir, apaguei 0 aigoritmo na lousa e solicitei que os educandos fizessem
essa conta em Seus cadernos.

A operacdo inversa foi feita da seguinte forma:

a) estando representado o nlmero trinta em um abaco, solicitei que os educandos
tirassem seis desses trinta, para colocar no outro baco, que se encontrava vazio;

b) nessa operagéo, de infcio, eles encontraram alguma dificuidade, pols nao sa-
biam como tirar seis daqueles trinta (representados por trés dezenas).

Desenvolvi entdo uma conversa semelhante & descrita abaixo:

— Quanto tem na coluna das unidades?
Nada (zero).



- Quanto tem na coluna das dezenas?
Trés.

~ Cada bolinha dessas vale por quantas das unidades?
Por dez,

-~ De onde vamos tirar seis?
Das unidades ndo dé porque a coluna esta vazia, Das dezenas também n&o d&

porque cada uma vale dez e tirando uma j& passa de seis,
— Nagquela conta que fizemos antes, o que aconteceu quando juntamos 6 bolinhas
com 4 bolinhas aqui nas unidades?
Somamos dez bolinhas. Tiramos as dez e colocamos uma nas dezenas,
- E se agora nés fizermos o caminho de volta, isto &, quisermos tirar aquelas

seis que colocamos?
- Tiramos uma das dezenas, trocamos ela por dez que colocamos na coluna das

unidades. Dessas dez tiramos as sels e ainda sobram quatro nessa coluna.

Depois que essa subtragao fol feita nc &baco, armei o algoritmo na lousa e operel
utilizando simultaneamente o dbaco, os dedos e o algaritmo.
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A seguir, apresento algumas das adigdes e subtragdes que foram realizadas com
0s educandos neste passo:

1) 62 70 257 63 3) 85 94 4) 48 73
+ - + - - - - -
_B 8 5 6 9 9 25 25
5) 647 832 6) 537 635 7) 73 122 8) 303 362
- - + - - - + -
185 185 98 98 49 49 59 595
9)1.187  2.256 10) 125 192 11) 58 125 12) 307 161
- - + - - - + -
409 409 67 67 67 67 854

25



13) 235 1.142
+ 2

807 907

Vejamos, por exemplo, o exerclcio n® 3 dessa lista: 85 + 9 e 94 - 9,
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A importancia dos pequenos nimeros colocados acima do algoritmo esté no fato
de que ali, assim como no &baco, estdo exteriorizados 0s raciocinios implicitos na reso-
lugdo da conta. Existe entre algumas pessoas o preconceito de que colocar esses ni-
meros acima da conta é sinal de pouca inteligéncia, pois demonstra que a pessoa nao &
capaz de memoriza-los. Considero esse preconceito muito prejudicial, pois aqueles ni-
meros, além de facilitarem a compreens&o dos raciocinios implicitos no algoritmn. possi-

bilitam ao educando conferir onde ele poderia ter erado na resolugao da conta, possibili-
tando também uma certa seguranca indispenséavel para quem esta aprendendo.

Quinto passo: adi¢ao com trés ou mais parcelas, sublrago com empresta-um indi-
reto.

Neste passo o objetivo principal foi a realizagao de certes tipos de adigdes e sub-
tragdes considerados dificeis. Os educandos nao utiizaram o &baco neste passo, na
medida em que o objetivo principal era o de treinar ao m&ximo 0s procedimentos do cal-
culo escrito; No entanto, para nao se perder de vista a compreensac desses procedi-
mentos (apds os educandos terem resolvido cada conta) eu a resolvia utilizando simulta-
neamente o &baco, os dedos e o algontmo na lousa. A introducao de adigdes de trés ou
mais parcelas se deu da seguinte forma:

a) escrevi, na lousa, na forma horizontal, a seguinte adigao:

201 + 364 + 785

b) solicitei, entdo, que eles armassem a conta na forma vertical ("em pé") e a re-
solvessem, Devo esclarecer que quando solicito aos educandos que armem uma conta
e a resolvam, fico percorrendo a sala para verificar como cada um esté fazendo. Quando
vejo que algum est4 fazendo algo errado, procuro formular perguntas que fagam com que
ele analise os passos do proprio raciocinio e verifique onde e porque errou. 5



Evito ao méximo dar a resposta ao educando sem que ele tenha compreendido o
que aconteceu. As vezes quando vejo que por diversos fatores (nervosismo, esqueci-
mento, efc.) algum dos educandos ndo consegue chegar 4 resposta certa a uma per-
gunta, entdo dou a resposta para ele nao ficar na divida, mas procuro detalhar todos os
passos que me levaram aquela resposta. Evidentemente que isso & preciso ser feilo
dentro do tempo disponivel. Por vezes é necessério dar a resposta a algum educando
que ficou mais para trés, sem que ele tenha compreendido totaimente o raciocinio reali-
zado naquela questdo especffica, para nao atrasar demais a programagao. Depois, nos
outros exerclcios, procuro fazer com que esse educando compreenda o que ele nao
compreendeu no exerciclo anterior,

c) Apbs os educandos terem resolvido a conta, armei-a na lousa e a resolvi utili-
zando simuitaneamente um &baco, os dedos e o algoritmo.

Somando as unidades:
{+4 5+5
— —in —
201
o [ 1E L]
785 i :
o | s T f e B fy ¥ i)
Sorando ar dezemas:
1+6 7+8
—_> — =y
201
+36‘4
785 JL l
0 Somando as centenas:
a4 L]
36N
*785
(5 777 (N | il

A seguir, listo algumas adigoes, desse tipo, realizadas com os educandos:

1) 1.063 + 22 978

2) 15.047 + 67.898 + 8.175

3) 6,937 + 4.098 + 976

Quanto as subtragdes deste passo, iniciei-as da seguinte mane¥a;

a) armei, na lousa, a seguinte subtragao:
28
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b) fui resolvendo-a utilizando o &baco, os dedos e o algoritmo & desenvolvendo,
com os educandos, uma conversa semelhante a descrita abaixo:

~ D4 para tirar sete da coluna das unidades?
N&o, ela esté vazia.
- Para quem a unidade pede emprestado?
Para a dezena, mas ela também esté vazia.
- E para quem a dezena pede emprestado?
Para a centena.
— Quanto tem na coluna da centena?
Duas
— Se tirarmos uma das centenas, guantas teremos que colocar nas dezenas?

Dez.

Fiz esse movimento no &baco e no algoritmo.

410 IS
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~ E agora? A dezena j4 pode emprestar para a unidade?
Pode. E s6 tirar uma dezena e colocar dez bolinhas na coluna das unidades.

£ | iz
= 1

- Tirando sete das unidades, quanto sobra?
Trés.
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~Quanto temos na coluna das dezenas?
Nove.

~Tirando 2, quanto sobra?
Sete.

5
~ 27
73 A,

—Quanto ficou na coluna das centenas?

Um.
4*:40
200 l % L
- 27
73

Relaclono algumas das subtragdes desse lipo realizadas com 0s educandos:

1) 300 - 94
2) 600 — 148
3) 4.000 — 136
4) 6.000 — 231
5) 2.000 — 683

Sexto passo: tabuada de adigdo (memorizagio dos fatos basicos da adi¢ao)

As adices do quinto passo (adigdes de vanas parcelas) mostram que fica mais
tacil de se calcular quando se conhece de cor os fatos bésicos da adig2o. O uso dos de-
dos pode ser um bom recurso para auxiliar nessa memorizagao, ao contrério do que
muitos pensam. A medida que o educando vai adquirindo habilidade no célculo através
do uso dos dedos, isso vai tendo uma certa infludncla positiva no sentido da memoriza-
¢ao dos fatos bésicos da adi¢cao.

Para auxiliar ainda mais essa memorizagao, este sexto passo concentra-se no
estudo da tabuada da adigao.

Inicialmente fizemos esta tabuada usando a forma horizontal de escrita. Especial
destaque foi dado tanto & tabuada do zero como ao fato de se iniciar toda tabuada com
uma das parcelas sendo zero. Considero isso Importante para dar continuidade aquele
wrabalho iniciado na Primeira Unidade, de levar o educando a superar a dificuldade inicial
em trabalhar com o zero.

A seguir a tabuada da adi¢ao ol montada em uma tabela. Procurei fazer com que
0s educandos preenchessem essa tabela aleatoriamente, isto &, preenchendo o resulta-
do de cada quadradinho sem seguir & ordem das colunas ou das finhas. Os dois modelos
da tabuada de adigio utilizados sao os seguintes:



FORMA HORIZONTAL:

040=0 1+0=1 we 94+0= 9
0+1=1 14+1=2 e 841=10
042=2  142=3 we 942=11

0+9=9 1+8=10 ... 9+8=18

TABELA
+{01 412 .-
Qi 01412
1114123
2|al3ly
Analisando alguns pontos.

Numa mesa-redonda realizada por ocasigo da VIl Reunido Anual da Associagao
Nacional de Pés-Graduagao e Pesquisa em Educagdo (ANPEd) (PUC-SP — maio/85) ti-
ve a oporiunigade de debater o trabalho da Primeira Unidade @ uma primeira versao do
texto sobre a Segunda Unidade.

Nesse debate foram levantados alguns pontos, entre os quais o de que eu teria
trabalhado apenas a compreensao e o dominio da técnica operatéria @ néo tena trabalha-
do a disponbilidade para as operagdes, isto é, ndo teria dado condigdes ao educando de
identificar as situacbes da vida cotidiana em que essas operagdes sio necessérias e
que, em consequéncia disso, o educando seria levado a saber calcular mas n&o saberia
onde e quando utilizar essa ferramenta,

Estas questdes estdo ligadas a relagio entre teoria e prética. Vejamos: na Primeira
Unidade deste trabalho, 0 4baco e o sistema de numerac¢io surgiram como uma respos-
ta, a nfvel tebrico, a certas necessidades préticas. Esses dois “instrumentos tedricos” (o
&baco e o sistema de numeracso) |4 continham em si os germans de novos “instrumen-
tos tebricos”, isto &, os algoritmos de adigdo e subtraglo. Isso possibilitou que nessa
Segunda Unidade fosse desenvolvido um conhecimento matemdtico a partir daquele j&
adquirido anteriormente, sem que fosse necessério fazer, a todo momento, uma ligagao
direta com necessidades praticas. No processo realizado na Segunda Unidade, idéias
foram sendo geradas a partir de outras que, na Primeira Unidade , estavam diretamente
igadas a objetos e situacdes concretas. Isso ocorre com a Matemética, onde o surgi-
mento de novas teorias muitas vezes se d4 movido pelas priprias teorias j& existentes,
sem a intervengdo direta de uma necessidade prética imediata. Como diz Vieira Pinto
(1979): "conhecimento das operagdes entre as idéias adquire interesse pelo rendimento
que produz enquanto instrumento, organon ou método, para descobrir novas proprieda-
des dos corpos, novas leis dos fendmenos e sistematizar os seres em forma racional.
Este propésito & cumprido a tal ponto que se faz possivel a antecipagdo do pensamento
A realidade, representada pela invengao de objetos, méquinas, dispositivos e a previséo
dos acontecimentas, 0 que vem a ser o domfnio da natureza pela razio humana. Se por
um lado a natureza domina a razao, pois a cria e Ihe da os conteddos ideativos originais,
os dados do saber e as categorias que os sistematizam, por outro lado, deve-se dizer



que & razéo domina a natureza porque se vale das idéias que representam adequada-
mente as propriedades das coisas para alterar os processos de interagio entre estas,
penetrar na profundidade dos fendmenos, produzir objetos e reagdes artificiais, e sobre-

tude para violar a dependéncia que o pensamento de Infcio se encontra da relagao estrita
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de simples apreensdo dos dados materiais imediatos, o que tem lugar mediante a criagio
de novas idélas a partir das j& criadas.” (p.69, grifos nossos).

Ou ainda como diz Vazquez (1968): “... as relagdes entre teoria e prética ndo po-
dem ser encaradas de maneira simplista e mecamca, isto &, como se toda teoria se ba-
seasse de modo direto e imediato na prética (...) O conhecimento de certa legalidade do
objeto permite, com efeito, prever determinadas tendéncias de seu desenvolvimento e,
desse modo, antecipar com um modelo ideal uma fase de seu desenvolvimento ainda
ndo alcangada. Ao produzir este modelo ideal, a teoria evidencia sua relativa autonomia,
j& que sem esperar que se opere um desenvolvimento real, efetivo, pode propiciar uma
pratica inexistente a0 antecipar-se idealmente a ela, Sem esse desenvolvimento autdno-
mo de seu préprio conteddo, a teoria seria, no méximo, mera expressio de uma préatica
existente, e ndo poderia cumprir, ela mesma, como Instrumento tedrico, uma fungao pré-
tica." (p. 233 e 238-9, grifos nossos).

E, portanto, necesséno que o processo de aprendizagem da Matemética desen-
volva essa capacidade de se trabalhar com nfveis cada vez maiores de abstragio, Evi-
dentemente, & também necessério tomar os devidos culdados para que ndo se caia nu-
ma distor¢ao propria da concepgo que diz que o conhecimento mateméatico ndo tem na-
da a ver com a realidade cotidiana,

Trabalhar com as técnicas operatérias da adig@o e da subtragio num nfvel mais
abstrato, sem necessariamente fazer, a cada pequeno momento, a ligagao direta com
falos da realidade cofidiana, ndo levou os educandos adultos, que pariciparam dessa
experiéncia, a deixarem de ter a disponibilidade para essas operagoes. No dia-a-dia des-
ses participantes, essas operagdes estdo 150 presentes, que cada conta realizada em
sala de aula finha para eles uma significagBo muito grande, sem necessidade de que eu
0s remetesse a uma situagao pratica, Esses educandos adultos, mesmo antes de domi-
narem a técnica operaléria do célculo escrito, j& sabiam, pela sua prépria experiéncia de
vida, para que servem a adi¢ao e subtracao.

Um outro ponto levantado foi o de que eu teria conduzido os educandos ao dominio
das técnicas operatérias de uma forma paternista, dizendo como eles deveriam agir, co-
mo deveriam, por exemplo, colocar os &bacos, depois fazendo no meu dbaco, nao dando
assim chance aos educandos de se depararem com obsticulos cuja superagio os le-
vassem a recriar a técnica operatdria. Eu eslaria entregando a eles um conhecimento
pronto e acabado sem que eles fossem sujeitos da sua aprendizagem,

Pretendo, em textos a serem ainda elaborados, explorar minuciosamente essa
quest@o da recriagdo. Fornecerei aqui apenas alguns dos elementos mais significativos,
que ja possibilitam uma primeira abordagem,.

A recriag@o precisa ser um processo muito bem dirigido onde sejam formecidas
pelo professor as condi¢des bésicas que possibilitem ao educando chegar ao dominio do
conhecimento necessério dentro do tempo disponivel. Dito de outro modo: para que o
educando possa recriar algo no seu processo de aprendizagem, & imprescindivel pro-
gramar condiges concretas que viabilizem esse recriar num espago relativamente redu-
zido de tempo, que & aquele previsto para as atividades escolares. Deixar 0 educando “A
solta®, sem certas condigBes e procedimentos bésicos para um recriar, ndo possibilita (a
n&o ser em casos excepcionais e por outras razdes) a recriagao do conhecimento, O
educando adulto, pela experiéncia de vida que tem, intui a necessidade dessas condi-
¢bes e, por vezes, chega a expressa-la. A elaboragdo e sistematiza¢do dessas condi-
¢oes bésicas do processo ensino-aprendizagem nao pode ser confundida com atos de
patemalismo, autoritarismo ou imposicdo. Essa confusdo, no entanto, tem sido feita, fre-
quentemente, inclusive por educadores que tém se dedicado a desenvolver uma acio
pedagégica mais consistente, E preciso compreender que o momento em que o educan-



do se depara com uma dificuldade e reconhece a necessidade de super&-la & um mo-
mento importante no processo da recriagdo do conhecimento humano. Este processo,
porém, ndo se reduz a esse momento. E imprescindlvel, como foi dito, possibilitar deter-
minadas condi¢cdes basicas para que o educando nio retroceda com a indefinicdo em
Que, de repente, se vé& envolvido, e possa concentrar sua aten¢ao naquilo que & essen-
cial, naquele momento, para a recriagéo do processo de raciocfnio que a humanidade
criou através dos séculos.

Por exemplo: para que os educandos redescobrissem os vArios procedimentos da
lécnica operatria da adicdo, solicitel que eles apresentassem um nimero em cada &ba-
co; depois colocassem os dois &bacos numa posigdo tal que as colunas ficassem ali-
nhadas, e, finalmente, juntassem as duas quantidades num &baco sé. Nesse momento,
cada um juntava a sua maneira. VejJamos porque eu pedia que eles alinhassem as colu-
nas dos ébacos: n#io fornecendo esse tipo de condigBo, os educandos poderiam ver-se
prejudicados pela disposicdo espacial dos 4bacos na mesa e isso desviaria sua atengéo
do principal, naquele momento, que eram os procedimentos operatérios da adicdo, Isso
ndo & patemalismo, ndo & autoritarismo, ndo & imposicdo, mas & identificar tanto as con-
dicdes em que o educando se encontra naquele processo quanto discernir o que ele pre-
cisa fazer sozinho, bem como no que ele precisa ser orientado. E ainda: o ato de realizar
no &baco grande a operagao proposta ndo & um momento de imposigdo de modo de fa-
zer do professor. € um momento que leva os educandos a uma reflex&o sobre 0 modo
como cada um tinha feito a operagéo no seu dbaco e sobre os porqués dos erros e gos
acertos. Vejamos: eu sempre pedia que algum dos educandos dissesse como s@ acha-
va que eu deveria fazer no dbaco grande e depois ia questionando as razdes de cada
procedimento, Esse era, Inclusive, 0 momento de repensar 10do o processo que fizeram
individuaimente nos seus Abacos.

Qutro questionamento feito foi o da relacdo entre o célculo mental ufilizado pelo al-
fabetizando adulto na sua vida cotidiana e o céliculo escrito ensinado na escola. Eu teria
deixado de trabalhar, na Segunda Unidade, o célculo mental dos educandos, ensinan-
do-thes técnicas operatérias do céiculo escrito que poderiam ser muito diferentes do mo-
do como aqueles educandos ja calculavam mentalmente. E isso estaria significando uma
justaposicdo de um conhecimento a outro,

Pretendo também analisar detalhadamente essa relagio entre o céleulo mental e 0
escrito em outro texto a ser elaborado. Por hora destaco o seguinte: a) ao efetuar uma
operacéo no &baco, o educando j4 estd manifestando como ele calcula mentalmente e
inclusive compreendendo melhor esse seu cdéiculo mental: b) gquando ele compreende
que os fundamentos de uma técnica operatéria do célculo escrito s&o 0s mesmos fun-
damentos de uma técnica diferente utilizada no célculo mental, uma coisa néo lhe parece
como justaposta a outra; e c) o educando adulto precisa aprender a técnica operatéria
mals utiizada na sociedade em que ele vive, por uma questdo de comunicagéo. Ele pre-
cisa dominar o instrumento vigente na sociedade letrada onde vive, Possibilitar-lhe esse
dominio & uma das fungdes da democratizagio do saber sistematizado.
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SOBRE UMA PROPRIEDADE METRICA DO PARALELOGRAMO

L.A. Medeiros

Instituto de Matematica - UFRJ
Caixa Postal 68.530 - CEP 21944
Rio de Janeiro - RJ

INTRODUGAO

A idéia de escrever o presente artigo, originou-se de
uma conferéncia que o autor teve oportunidade de pronunciar
na Universidade Santa Ursula, no primeiro semestre de 1988.
Tal ciclo de conferéencias vem sendo organizado pela Diretori
a do GEPEM. 0 autor agradece, duplamente, a Professora Este
la Kaufman Fainguelernt pelo convite para fazer a mencionada
conferéncia e para escreve-la em forma de artigo. Ei-lo!

A escolha do tema presente, motivou-se na idéia de ana
lisar um resultado simples da Geometria Euclidiana Plana,
com consequéencias profundas em tépicos mais avancados da Ma
tematica. £ evidente que a Geometria de Euclides € rica em
conceitos e propr1edades, com consequencias posteriores nota
veis. Entre outras, € esta uma das razoes para que seu ensi
no seja feito com muito .uidado na escola secundaria.

0 assunto do presente artigo surgiu na década de 30,
quando a Analise Matematica teve um grande impulso com oS
trabalhos de matematicos europeus, entre eles, menciona-se o
livro de Stefan Banach, Teorie des Opérations Linéaires, Haf
ner Publishing Company - N.Y. 1932, Neste livro, ele intro
duz a nocao de espaco normado completo, hoje conhecida sob a
denominada de espaco de Banach, local apropriado ao estudo de
varios problemas da Matemdtica e de suas multiplas aplica
coes. Anteriormente eram conhecidos os espacos vetoriaisdota
dos de produto escalar. Restava relacionar os espacos norma
dos, aqueles com produto escalar. A resposta decisiva foi da
da por Von Neuman, usando uma propriedade do paralelogramo.
0 objetivo do presente artigo € descrever a idéia de Von Neu
man. No final do artigo ha uma colecao de trabalhos relacio
nados com o presente assunto, para orientacao do leitor.
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1. MOTIVACAO

Considere-se o espaco vetorial R?, constituido pelos
pares de numeros reais. Seus objetos serao denotados por
X = (x1:%3)5y = (¥1s¥5)» 2 = (2),2;), etc. Costuma-se denomi
nar o R? de plano real. De modo semelhante, o corpo dos nume
ros reais € denominado reta real.

Dados dois vetores x = (x;,X;),y = (y;,y,) do R?, exa

mina-se a funcdo (.|.) que a cada par de vetores x, y do R%,
associa o numero real (xly) = X1¥1+ x¥,, isto é:

(D x]y) = xy+x,y,

Examinando (1), conclui-se que a funcao (.|.) é linear
em cada variavel ao fixar-se a outra.

Por isto, diz-se que (.|.) é uma FORMA BILINEAR,

Outra propriedade, decorrente da comutatividade da mul
tiplicacao em R, € que (x|y) = (y|x). B

Por este motivo, diz-se que a forma bilinear (.|.) de
finida por (1) & SIMETRICA. Quando x = y, deduz-se de (1)
que:

(2)  (x|x) = x? + x5

Portanto, (x|x) > 0 sendo (x|x) = 0 se e somente x for
o0 vetor nulo., Diz-se, por este motivo, que a forma bilinear,
simétrica (.|.), & ESTRITAMENTE POSITIVA.

E fundamental observar-se que (.|.) esta definida no
produto cartesiato R%xR?. A diagonal deste espaco vetorial é
constituida pelos pares (x,y),x,y € R?, tais que x = ¥- Re
sulta que (2) € a restricdo de (.|.) & diagonal do R? xiR2,
isto €, a forma quadratica associada a forma bilinear (.I.).

0 que foi feito no R? com a definicao de (.|.) por mei
o de (1), repete-se "mutatis mutandis" para o R®, R*... RD

Estas propriedades da funcao (.I.) definida no R", em
geral, dao origem a uma definicao geral da nocido de PRODUTO
ESCALAR.

DEFINICAO 1 - Considere-se um espaco vetorial real E.
Denomina-se produto escalar em E, a uma forma a(.,.) defini
da em Ex E com valores reais, bilinear, simétrica, estrita

mente positiva. ‘e 2
De modo explicito, a(.,.) satisfaz as condicoes:

i) BILINEAR
a(ax + By,z) = va(x,z) + Ra(y,z)



para o,B € R,X,y,z € E. Andloga propriedade para a se
gunda variavel da forma:
ii) SIMETRICA

a(x,y) = a(y,x) para todo par x,yE& E.
iii) ESTRITAMENTE POSITIVA

a(x,x) > 0 e a(x,x) = 0 se e somente se a = (), sendo 0
o vetor nulo de E.

EXEMPLO 1 - No R?, considerando-se a(x,y) = (xly) defi
nida por (1) obtem-se um produto escalar.

EXEMPLO 2 - Considere a matriz

A= (a B), coma>0 e ay-f% > 0
B vy

Define-se a fungcao a(.,.) no R?xR? do modo seguinte:
(3) a(x,y) = (Ax|y),
sendo:

o B X,
Ax=( )( = (ax; + Bx, , Bx; +TX2)ERz
B ¥ X

2
Define-se:

(Ax|y) = ((ox, + Bx, » Bx, + ¥x,) | (3,,7,))

Resulta:

(3 bis) a(x,y) = ax.y

¥yt OBy + By +oyx

2Y2

A formaa(.,.) definida por (3), escrita explicitamente
por intermédio de (3 bis), satisfaz &s condigoes da  Defini
cao 1. Portanto a(.,.) € um produto escalar no RZ,

Conclul-se, que dada uma matriz (a..), dois por dois,
isto e, 1 € 1,352, simétrica, d;1> 0 e “'determinante posi

tivo, entao, por intermédio de (3), ela define um produto es
calar no R2.

Uma questao que surgiria imediatamente é analisar a re
cifproca desta propriedade. De modo preciso, indagar-se-ia
quais as propriedades das matrizes associadas as formas
i(.,.) definidas em R?* xR?, satisfazendo as condicoes da De
finicao 1.

De fato, considere uma base (el,ez) do R?, de modo que
X = (x1,%3) = xj€) + X5e; 57 = (y].¥;) = ¥y, + yye,.
Dai, obtem-se:
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(5) alx,y) = a(xje; + xye, + yye;)

Da condicao (1) da Definigcao 1, resulta:
(6) a(x,y) = a(e;,e)x y,+ ale;,e))x;y,+ a(e;,e;)x,y, +
ale;,e5)¥o¥s
Da condicdo (ii) da Definicao 1, obtem-se:

(7) a(e;,e,) = a(ey,e;)
Portanto,
(6 biS) a(x,y)=a(e1 nel)xly1+ a(el’ez)XIYZ+ a(eljez)xzyl +
a(eziez)yZyZ

Com o objetivo de tomar menos pesada a notacao, conven
ciona-se usar:

a(ei,ej) = aij’ para 1 & i,j £ 2. Portanto (6 bis) toma a
forma:

(7) a(x,y) = a; x,y, +a,xy, +a,xy +a,yy,

Dai, deduz-se que associada a formaa(,,.)definida no
R?2 xR?2, satisfazendo as condicoes da Definicao 1, encontra-se
a matriz:

Bit %12
A= . sendo  a(x,y) = (ax|y)

219 %99

Resta examinar a condigao (iii) da Definicdo 1. De fa
to, tem-se de (7):

(8) a(x,x) = aj;x] + 2a;,x;x, + a,,%3
A condicao (iii) exige que a(x,x) > 0 se x # 0. Logo
(9) a;1xF + 2a;,%x,+ a,,x3 > 0

para todo vetor x # 0. Como x # 0, suponha-se x, # 0. Divi

x
dindo-se ambos os membros de (9) por x,, fazendo-se £ = ;%
2

obtem-se, de (9),
(10) a;;€2 + 2a,, & + a,, > 0,

para todo £ € R. Sabe-se, do estudo do trinomio do segundo
grau, que (10) € verdadeiro quando
a4y >0 e af, - aj;8;;, <0, ou

38



\.L.L) 811> 0 e detA . 811322 i ] 8?2 > O

Conglui-se que a(.,.) € uma fungao produto escalar no
R?, se e somente se a matriz A, associada a a(.,.), for simé
trica, a;1> 0 e detA > 0.

E oportuno observar que o produto escalar do Exemplo 1
¢ obtido quando A for a matriz identidade, isto é:

aij =0 sei#j, aij = 1s8ei=j.

0 resultado dos Exemplos 1 e 2, vale para o caso em
que E = R com as modificacdes necessarias.

Retorne-se a (2) dada por (xlx) = &%+ x3. Fazendo-se

uma figura no plano, R?, deduz-se do teorema de Pitagoras

1
que (x7 + x%)lzZ € 0 comprimento do vetor x do R2, Note-se
que ele € exatamente x|x). O comprimento do vetor x, que
se representa por “x||, € denominado, também, a norma de x,
dada por:

(12) ||x|| =V(x|x) -V x¥ + x3.

Sabe-se que a norma definida por (12) no R?, por meio
do produto escalar (xly) = X,y + X;¥,, possul as proprieda

des, decorrentes das propriedades de (x|y):
lIxll> 0 e ||x]| = 0 se e somente se x = 0, vetor nulo doRZ
APl = AT - lxl]a e ®ox € ®2
A=+ vl < fIxll + [lyll
Estas propriedades, motivam a seguinte definicado geral:

DEFINICAO 2 - Seja E um espaco vetorial real. Denomi
na-se uma norma em E, uma funcao “.II definida em E com valo
res reais; satisfazendo as seguintes condicoes:

i) “x|| >0 e le” = 0 se e somente se x = 0, sendo 0 o ve
tor nulo de E,
11) |[xx|| = |A| |Ix]|, para todore R e x ¢ E.

iii)”x +y|| < "xll-+ "y”, para todo par x,y € E.

Observe-se que se um espaco vetorial E for dotado de
um produto escalar a(x,y), entao ele induz em E uma norma de
finida por:

”x" = Va(x,x).



Uma norma em um espaco vetorial E nao induz, em geral,
um produto escalar em E. 0 problema a resolver, seria encon
trar um axioma a ser incorporado aos da Definicao 2,paraque
uma norma induzisse um produto escalar. 0 § a seguir é dedi
.cado a este problema.

2. IDENTIDADE DO PARALELOGRAMO - Seja E um espago veto
rial real, dotado de produto escalar a(x,y). E suficiente ra
ciocinar nos subespacos de dimensao dois de E. Considere-se

X,y € E. Tem-se, por definicao:

|x + y||2 = atx + yox +y) 5 [|x = y]|2 = alx - y,x -y)
Efetuando-se os calculos, obtem-se:

@ |lx+ 5[l + llx = 9l|* = 2 [Ix]|* + |I5]|?

Conclui-se que um espaco vetorial E fol dotado de produ
to escalar a(x,y), entdo a norma ||x|| = a(x|x), por ele in
troduzida, satisfaz a identidade (1), denominada IDENTIDADE
DO PARALELOGRAMO. Geometricamente ela afirma que em um parale
logramo, a soma dos quadrados dos comprimentos das diagonais
€ igual a soma dos quadrados dos comprimentos de seus lados.

EXEMPLO 1 - Considere um subespaco de dimensao dois de
E, o qual identifica-se ac R?. Considera a norma

%[l =Vx§ + x5

Por um calculo simples, conclui-se que ela satisfaz i
identidade (1).

EXEMPLO 2 - Ainda no mesmo espago do EXEMPLO 1, conside
re—-se norma:

[[=]| = |xx| + |X2|

Trata-se de uma norma, porém nao e valida a identidade

(1).

As normas anteriores sao casos particulares da norma:

p P p
=l = fx [+ %zl

A do Exemplo 1 € o0 caso p = 2 e do Exemplo 2 é o caso
p = 1. Apenas o caso p = 2 satisfaz a identidade do paralelo
gramo. Consulte-se observacoes no final deste artigo

Seja E dotado de produto escalar a(x,y) e |hﬁ|2 =a(x,y).
Um calculo simples, prova que:
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(2) 4a(x,y) = ||x + y||2 = [|x - y||?

Sera demonstrado, a seguir, que em um espago  vetorial
real E, a(x,y) definida por (2) e uma boa definicao do produ
to escalar, se a norma de E satisfaz a identidade do paralelo
gramo.

PROPOSIGAQ 1 (Fréchet - Von Neuman) - Seja E um espaco
vetorial real dotado de uma norma ||.||, satisfazendo & identi
dade do paralelogramo. Entao:

@ aGy) = L0 x+y]12 - [lx - 52

€ um produto escalar em E.

DEMONSTRAGCAOQ

E suficiente verificar-se que a funcao a(.,.) definida
por (3) satisfaz as condicoes da definicao de propriedade es
calar, Definicao 1, § 1. 3
De fato, a(x,y) = a(y,x) facilmente constatada da definicao

(3). Conclui-se que a(x,y) € simétrica.
Tem-se a(x,x) = l ||2x||2 - “x”2 pela propriedade (ii) da de

finicao de norma. cf. Definicao 2, § 1. Logo, a(x,y) e estri
tamente positiva. Sendo a(x,y) simetrica. para completar a de
monstracao & suficiente provar que ela é linear na primeira
coordenada.

Realmente, pela identidade do paralelogramo, tem-se:
=+ 5112 + llx = ylI2 = 2(|=[|2 + [Iy]|®

Substituindo~se membro a membro, vem:
llx+y+zl?-llx+y -2+ |lx-y+2]2- |Ix - y - 2[|%=
2(||l= + 2|2 - [Ix - 2[|»

Da definicdo (3) e desta ultima identidade, vem:

ba(x + y,z) + 4a(x - y,z) = 8a(x,z) ou
(4) a(x + y,z) + a(x - y,z) = 2a(x,y)

Note-se que a(0,z) = llz]|2 = ||z]|> = 0, por (3) e pela
(ii) da Definicao 2, § 1.
Logo, fazendo-se x = y em (4), obtem-se:

a(2x,z) = 2a(x,z)
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Retomando-se a (4), obtem—-se:
a(x + y,z) + a(x - y,z) = a(2x,z)

Tomando-se x + y = X, X =y = y resulta 2x = x +y, lo
g0.2

a(x,z) + a(y,z)_ = a(x + y,z)
provando que a(x,y) € aditiva na primeira coordenada.

Sendo simétrica, implica ser a forma aditiva na segunda
coordenada.

Resta apenas, demonstrar a homogeneidade na  primeira
coordenada, isto €, a(Ax;z)=Aa(x,y) para todo nimero real A.

Considere-se o conjunto S definido por:
S={A el ; a(lx,y) = Aa(x,y)}

E suficiente provar que S = R. Tem-se Sc R. Portanto,
devemos provar que R C S. Tem-se que 0 € S. De a(0,y) = 0,
vem a(x + (-x),y) = 0, logo a(-x,y) =-a(x,y), provando que
-1 € 8. Sendo a(x,y) aditiva A,n € S, A% p € S resultando que

2=0,%t1,%2,..., os inteiros, pertencem a S. Considere-se
Agu e Z,u # 0. Obtem-se a(d %x,y) = Aa(X,y). Sendo Z C S,
obtem-se, multiplicando-se ambos 0s membros por u, vem

a(ﬁ X,y) = A a(x,y), provando que S contém os racionais Q. Pa
réuprovar que S contém os irracionais, note-se que as fungoes
a —> |lax + ¥||, o —> [|ox - y|| sd0 continuas de R em R, fi

e N
racionais convergindo, em R, para A, Obtem-se:

xados %,y € E. Seja Airracional e (AY)Y uma sucessido de

a(Ax,y) = a(limAnx,y) = lim a(lnx,y) =
= limh a(x,y) = Aa(x,y)

Portanto S contém os numeros reais, concluindo-se que
a(x,y) € homogeénea. Logo, a(x,y) definida por (3) € um produ
to escalar. '

Q.E.D.

OBSERVACOES

1. Com apropriadas mudangas, o que fol dito acima vale
para o caso de espagos vetoriais com escalares complexos.
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2. Ha varias outras propriedades métricas do plano que
implicam na existencia do produto escalar associado a uma nor
ma. Por exemplo, hd uma condicdo motivada pelo teorema de Pi
tolomeu sobre quadrilateros. De modo analogo hd outra usando
propriedades do triangulo isosceles. Outro aspecto geometrico
associado as normas que induzem produco escalar, € a regulari
dade a superficie da esfera unitaria. Como € sabido, dada uma
norma ||.|| em E, a esfera unltaria e {(xe E; "xll <1} e sua
superficie, ou sua fronteira, é {x ¢ E; [|x “ = 1}, B dtil con
sultar Schoenberg [8]. Seria educativo fazer 0s graficos das
esferas unitarias no R?, relativas as normas dos Exemplos 1 e
2.

3. No Exemplo 2, as normas ai definidas, dependiam de p
em [0, +® [. Que acontece quando p = +% ? Demonstra-se que

Vo .
1m (fxy|P + %y l" V2= mix (x| . %]
P

para todo x = (%;,X;).

De fato, suponha-se que max (]xll,lle) =M
Note-se que M sera [x;| ou |x,|. Tem-se x| < M e

|x2| M. Logo lelp *+* |x2|p < 2MP. Portanto:

(5) 1lim p (lelp + Ix2|p)1/p\< M
P—>m

Para fixar idéia, suponha-se que M =|x,|. Semelhante

argumento vale quando M = |x2 . Para cada € > 0, tem-se
M- €< x|, isto &, (M -€)P < [x,| e com mais forte razdo
M -€)® <|x,|P + |x,|P. Dal conclui-se que:
M-fglim (lelp + Ilep)l/P
p—>w
Valido para todo € > 0, Resulta que:

(6) M < lim (|x,|P + llep)l"’
p—> e

De (5) e (6) conclui-se que:

lim (|x1|p + Ilepf/p = M = max (lel.]le)
p—>c



Tem~=se uma nova norma no R? dada por:

[l = méx C[x;]s x|

das:

(1]

(2]

(3]

(4]

[5]
(6]
(7]
(8]

Q.E.D.
Seria educativo fazer o grafico das esferas unitarias

normas do Exemplo 2, comp =1, p= 2, p=%.
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PROBLEMAS, IDEIAS E SUGESTOES

Cristina Loureira e Leonor Moreira
Transcrito da Revista Educacao

e Matemdtica, Ano |, n° 1, Jan/87, da
Associagdo de Professores de Matemdltica de Portugal

MANDARIM TAMBEM TEM EXAME

No ano 855 da nossa era, vivia, na China, o imperador Yang Souen.
Tendo vagado um lugar importante e havendo dois mandarins interessa-
dos no cargo, o imperador decidiu que ocuparia o lugar 0 mandarim que
resolvesse o seguinte problema.

O chefe de uma quadrilha de ladrdes dizia para os seus homens:

~ Se cada um de nés ficar com quatro das pegas de tecido que rou-
bamos, sobram duas pegas.

Mas se cada um de nés quiser ficar com cinco, faltam quatro pecas.

Quantos eram os ladrdes?

Nivel de Escolaridade - Bésico

Notas Metodolbgicas — Os alunos do Ensino Bésico s6 podem chegar & so-
lugao por tentativas.

® Sugere-se o trabalho em grupo, seguido de dscussao alargada ao grupo/tur-
ma.

® Se as criancas nac esbocarem quaiquer estratégia de abordagem, certifique-
se de que compreenderam o enunciado do problema. Em caso afirmativo, sugira que
experimentem com um nimero qualquer de ladrdes e que calculem o nimero de pe-
Gas de tecido que satisfaz cada uma das condi¢bes do problema.,

® Sugira que organizem os resultados das diferentes tentativas,

® A0S grupos que derem o trabalho por acabado, sugira, primeiro, que testem a
“solu¢@o” e, depois, proponha-lhes o problema de desenvolvimento.

® Na discussao alargada, proponha a sequinte apresentagao,

N¢ de ladrbes 1 2 3 4 5 6 7
N? de pecas no
primeiro caso 6 10 14 18 22 26 30
N? de pegas no
segundo caso 1 6 1 16 21 26 31

® Ponha & discussao a exisiéncia de outras solugdes. Para os alunos deste nivel de
escolaridade, a convic¢do de que a solucao é Unica pode surgir da anélise do quadro
de valores obtidos. Veja-se que: — o nimero de pecas de tecido aumentacom o nime-
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ro de ladrbes, em qualquer dos casos;
— entre 1 e 5 ladrdes, a diferenga entre o nimero de pegas, num e noutro caso, de-

cresce até acabar por se anular no ponto critico 6 (solugado);

— a partir de 6 ladrdes, a diferenga entre o nimero de pegas comega a aumentar e
pode-se prever que seré cada vez maior.

Desenvolvimento — Inventar um problema com estrutura idéntica pode ser uma ta-
refa interessante. Sugira aos alunos que, partindo de um dado nimero de ladroes,
construam um problema semeihante.

ARRUMACOES DIFICEIS

Dispomos de uma colecgdo de objectos. Se os colocarmos em filas
de 4 sobram 2; se os colocarmos em filas de 5 sobram 3. Por quantos
objectos é formada a colecgao?

Nivel de Escolaridade — Secundério

Notas Metodolbgicas — Algumas solucBes deste problema poderéo ser obti-
das por tentativas, utilizando uma certa quantidade de objectos ou através de repre-
sentagio no papel. No entanto, um problema com mais de uma solug&o tem a vanta-
gem de criar a necessidade de organizar e relaclonar 0s dados de forma a que se
consigam obter todas as solugbes possiveis. Assim, a resolucdo lbgica e organizada,
com a conseqiente utilizacdo de um ou mais algoritmos, apresenta-se como aita-
mente vantajosa em relag#o & resolugio por tentativas que, quando muito, poderé for-
necer algumas solugdes.

A utilizagao de trés incégnitas, das relagbes entre elas e a organizagéo de da-
dos em tabela sao outros aspectos positivos do interesse formativo deste problema.

Proposta de Resolugao

N¢ de objetos: n
N? de filas de 4: x

N€ de filas de 5. y B ok
4x+2=n x=24_*2

5y+3=n

Para obter os pares de solugdes inteiras de equagao deve atender-se a que
5y+1 seja mOitiplo de 4.

Sy +1 X

6

1

16 4- = =) n=18
21

26

31

36 9- —~3 n=38

NOUAEWLN -

Qualquer solugdo do problema poder4 ser obtida a partir da expressfo
n =18 + 20K,k €N. A razo de ser do factor 20 tem que ver com o facto deste ser

m.m.c. (4,5).
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UMA DOSE DE HUMOR EM SUA REFLEXAO

Valderez F. Fraga, Ma.

Coordenadora de Educagao e Desenvolvimento Humano
Instituto Tecnolégico de Aerondutica

Este instrumento & parte de um médulo de Avaliagao de Desempenho do Profes-
sor pelo Aluno, dedicado especialmente a professores de 3¢ grau, da &rea de Tecnologia,
Um significativo grupo desses professores, com os quais tive a satisfacdo de trabalhar,
incentivou-me a desenvolver uma sistemética de avaliagéo que permitisse tanto ao aluno
realizar auto-andlise & autocrftica, quanto oferecesse ao professor dados e percepgdes
que 0 levassem a refletir sobre seu préprio desempenho docente, qualidade de planeja-
mento e de apresentagBo de sua disciplina, bem como de suas atitudes pedagbgicas.

Para isto, a fundamentag@o dos instrumentos assentou-se em Objetivos Aletivos e
Micro Ensino, o que gerou interesse na participagao por parte do aluno, facilitando res-
postas ou colocagdes sinceras e (teis ao professor envolvido no processo, incentivou o
respeito reclpocro professor/aluno, o diélogo franco e &tico e, ainda, o interesse dos de-
mais professores pela problemética ensino X aprendizagem como um todo, a partir das
verificagbes obtidas.

Este instrumento, em especilico, embora algumas peculiaridades do contexto para
o qual foi elaborado (por exemplo, uma escola de Engenharia que mantém tradicional-
mente um sistema de orentago académica e humana, o Sistema de Aconsethamento),
poderé ser utilizado por qualquer grupo de professores.

Professores da area de Tecnologia, em geral, costumam ressentir-se da escassez
de instrumentos disponliveis e (teis & sua realidade e necessidades, 0 que aparece me-
nos freqlientemente entre os professores da area de Ciéncias Humanas.

Os demais instrumentos que Integram o conjunto citado representam necessaria-
mente o resultado de encontros de grupos de professores que participaram de sua elabo-
ragio. N&o se trata, pois, de um mdédulo de instrumentos de avaliagéo elaborado a priori,
mas onginado em cada contexto, procurando respeitar diferengas individuais, interesses
e necessidades de cada realidade a ser tratada,

A razio pela qual o instrumento “Uma Dose de Humor em sua Reflex&o” fol sele-
cionado para divulgagao mais ampla deve-se a caracterlsticas especiais que permitem
seu emprego isoladarmente, como incentivo & andlise e a reflexo dos professores sobre
0 que cada um faz ou desejaria fazer, visando o aperfeigoamento de suas atividades do-
centes.

Este instrumento emprega duas estratégias que precisam ser bem compreendidas:

1. as respostas restritas s altemativas Falso e Verdadeiro s&o intencionais. Vi-
sam desenvolver um nivel 8timo de necessidade de:
a) discutir as questdes propostas com seus pares;
b) levantar as percepcdes dos alunos, a fim de checar com a auto-analise e
a autocrftica propria de cada professor.

2, O contelido pedagbgico do Instrumento cobre os assuntos: aula, conteddo, inte-
ragao, planejamento, avaliagao, objetivos.

Alguns ftens correspondentes a uma das categorias acima foram intencionalmente
colocados no contexto de categoria diversa, Essa abordagem & fundamentada em Admi-
nistragao de Conflitos, a partir de Eventos Criticos. Essa abordagem apresenta a vanta-
gem de faciiitar o tratamento de cada problemética dentro do contexto em que normal-
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mente ocorre. Ex.: Item 4-1 Aula refere-se a VI Objetivos, questionando se os objetivos
de sua Disciplina estariam claros para os alunos, pelo fato de ser a situagdo aula facil
de identificar algum problema e a mais adequada para tratar do assunto.

Encaminhar a:

Prof? Valderez F, Fraga
CTA - ITA - IDV— CEDH
12225 — S&o José dos Campos - SP

INTRODUCAO

Nzo & facil a vida de professor. Todo mundo tem um nimero incrivel de expectati-
vas em cima de sua atuagao, inclusive voce.

Nossa proposi¢éo & a de que vocé deva brindar-se com uma Auto-andlise bem
humorada, j4 que vocé vive se colocando na berfinda.

Este questionério é s6 seu; digamos que represente a Voz da Consciéncia do
Professor. Que diflogo voce teria com ela?

Vejamos: Seis tépicos s&o apresentados a vocé sobre sua Disciplina.

| = Aula IV = Planejamento
I - Contelido V = Avaliacéo
Il = Interagdo VI — Objetivos

Margue os que revelarem a sua realidade e, apés cada topico, analise-se de acor-
do com as instrugdes.

Mentirinhas n&o valem, heim?

.. Mas trate-se com cordialidade. Por ser um prolessor, pelo menos isto vocé me-
rece.

lﬁlldcl‘et




I - AULA
1. Tenho procurado conversar com meus alunos sobre a necessidade desta disciplina

para a formagao dos mesmos. F Vv
2. Tenho procurado incentivar discussbes sobre o contelido desta disciplina em clas-
se. F Vv
3. Tenho administrado eficientements cada hora/aula desta disciplina. F Vv
4. Meus alunos j& me disseram que deixo claro os objetivos desta disciplina. F vV

5. Os levantamentos junto aos meus alunos tém por objetivos:
~ facilitar a auto-anélise e a autocritica do aluno
—desenvolver a disciplina consciente
- inteirar-me sobre as dificuldades dos alunos
— checar a atmosfera em que se desenvolvem as minhas aulas
— fragar correlagdes entre o desempenho acad®mico da turma e suas p
sobre esta disciplina.
- raceber “feedback” sobre 0 meu desempenho
—aprimorar a disciplina e 0 meu desempenho
— ajudar o aluno a obter sucesso em suas alividades académicas
- melhorar o relacionamento em sala

§.<<<<

cepg

MTATMTME o

6. Os alunos podem encontrar oportunidades para criatividade nesta discip
na. F

® XSV wwEQK

o3
-

Procuro vanar as situagdes de ensino em sala.

8. Tenho criado situacdes para que o aluno desenvolva:
— criatividade
- iniciativa
- rapidez
- precisio
— lideranga
— auto-disciplina
- sistemética de trabalho
- esplrto de equipe

9. Identifico topicos e unidades desta disciplina, considerados pelos alunos
— diflceis
- faceis
- estimulantes
- cansativos
— monétonos
- superficiais
- aprofundados
—frrelevantes

10. Tenho trabalhado sobre estas verificacdes

<< << < <<

’ﬂ'ﬂ'ﬂ‘ﬂﬂ‘l‘lﬂ'ﬂ"ﬂ% B0 B B 2 e B Bt B 2
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11. Os exemplos que apresento em aula sao:
— atualizados
- significafivos ao contexto e ao conteddo
— esclarecedores

F

F

F

12. A atmosfera em minhas aulas & saudavel, pois os meus alunos me confirmaram is
- ambiente tranqilo F

<8 <<<



- gstimulante — nao tumultuado
— descontraldo — sem excesso
- participativo — sem monopdlios
— integrador — sem acomodac&o

MMM
<< <<

AULA — INSTRUCOES

Se vocé obteve entre 33 e 39 pontos, somando todos os “V" de questdes e itens,
vocé é um verdadeiro campeao. Resta desejar que seus alunos o meregam,

/

Valoerer

Se vocé obteve 20 pontos, sua aula deve estar entre as muito significativas na ins-
tituicao. Regozije-se.

Se vocé obteve 15 pontos e incluiu as questdes 2, 3, 4, 6, 7 e 10, sua aula deve
ser bastante boa. V& em frente. )

Se vocé ndo marcou nem 4 das questdes citadas acima, analise com cuidado os
aspectos em que coloca mais &nfase no seu trabalho, pois ele poderé necessitar de um
redirecionamento.

MAS...
Nzo desanime. Observe esta chance.

Se vocé somou pelo menos 5 pontos nos itens das questdes 8 e 9, somria, vocé

promete.
E se vocd somou pelo menos 5 pontos nos itens da questdo 5, entdo voce & *a-

quele exemplo” que os seus colegas estio esperando.
Se vocé nao obteve nada disto, entre na lista dos ACONSELHADOS, sua aula

merece.
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Il CONTEUDO
1. O conte(ido selecionado para esta disciplina & coerente
com os objetivos da mesma. F v

2. Esta discipiina como um todo— conte(ido programético, abordagem teérico,
prética, participagdo do aluno e do professor est4 em consonancia com 0 Curso em

que esta inserida. F V
3. A forma come esta disciplina esté sendo oferecida permite sua integrago ao currl-
culo proposto. F Vv
4. O grau de dificuldade das unidades que compdem esta disciplina é adequado ao
nivel de graduacio desta escola. F v
5. Ha seqiéncia 6gica nos contelidos apresentados nesta disciplina. F v
6. Os pré-requisitos para esta disciplina foram cumpridos pelo menos em nivel acei-
tével, B v
7. A quantidade de conteddo e as atividades propostas nesta disciplina s&o adequa-
das ao tempo disponivel, F Vv
8. A quantidade de unidades e os tdpicos propostos ndo interferem na adequagio
quanto ao aprofundamento dos mesmos. F v

9. Tenho procurado manter-me alerta quanto & obsolescéncia de contelidos, F Y

10. Tenho oferecido oportunidades para que meus alunos trabalhem o contelido desta
disciplina em sala. F Y

11, Conhego as principais dificuldades encontradas por meus ex-alunos nesta discipli-
na, s v

51



CONTEUDO - INSTRUGOES

Cada questdo que vocé marcou vale 1 ponto. Some os pontos obtidos e verifique se o
conteldo estu em condigdes:

Excelentes - 11 ponlos
Muito bpas — 9a 10 pontos

Boas — 7a8pontos

Aceitdveis - 5a6 pontos

Solriveis — 5 pontos, incluindo pelo menos as quatro primeiras questoes;
OU...

Se vocé obleve menor ndmero de pontos, seu contetdo precisa de um “salvador”, com
urgéncia e sé pode ser vocé.

U 90— l/ta/a'_o_/_._;_

... Mas, d& uma olhadinha por ai, garanto que vocé vai encontrar alguns colegas que
também j& descobriram isto e, ent&o, a comissao curricular de seus sonhos poderé vir a
realizar-se: imagine-se cercado de professores motivados e somdentes, oferecendo-se
para ajudé-lo a fazer uma operacao plstica no seu “conteido”, tomando-0 belo, flexivel
e coerente, sem dor.
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M-INTERAGAO

1. Devido & escassez detempo para conversar com meus alunos, tenho procurado apli-
car instrumentos de levantamento de dados junto a eles.
2, Tenho procurado conversar informalmente com meus alunos nesta disciplna, com os
objetivos de:

- conhecé-los meihor

— pbter “feedback” sobre o meu desempenno

— perceber diferengas individuais

— inteirar-me sobre necessidades, dificuldades e aspiragbes quanto a esta disciplina.
3. Tenho sido aberto ao questionamento dos alunos em sala de aula.
4, Tenho estado disponfvel para atender a consultas académicas de meus alunos.
5. Tenho estado disponivel para conversar com meus Aconselhados.
6. Oferego oportunidades para gue o aluno exercite sua responsabilidade.

INTERAG A O - INSTRUGOES

Compute um ponto para cada questao, exceto a questdo 2 cujos itens valerdo um

ponto cada.
Se vocé obteve 9 pontos, quando resalver mudar de atividade profissional pense

no ITAMARATI, Sera um Sucesso.



Se vocé obteve 8 pontos, certamente vocé tem um verdadeiro fa clube de alunos a
sua volta,

Se vocé obteve B pontos, incluindo alguns itens das questdes 2, 3, 4, 5 e 6, sua
seriedade diante da funcéo de educar merece respeito.

Se vocé marcou alguns pontinhos, mais a questao 1, vocé estid no bom caminho
para conhecer melhor 0s seus alunos e dar-se uma chance para elevar seu moral.

Mas se voca no fez nada disto, tem sé um pontinho aqui, outro all..., entao...

IW-PLANEJAMENTO
1. Planejo minha disciplina tendo em mente o restante do curse quanto &

— integracdo com as demais disciplinas F v
— tempo disponfvel do aluno para atender a solicitagdes e compromissos com esta
disciplina e com as demai®. F V
~ grau de relevancia desta disciplina para o curso como um todo, de acordo com a
proposigao do mesmo. F Vv
2. Planejo minha disciplina discutindo o planejamento prefiminar:
— com 0s meus colegas na mesma ciscipina F Vv
— com os colegas que ministram discipinas afins em meu Departamento  F V
- nas reunides de ensino dos departamentos, quando a disciplina & ministrada em
outra divisao. F V
3. Ao planejar esta discipiina, tenho utilizado a meméria de meu curso do semestre ante-
rior, a fim de aperfeicoar abordagens, estratégias, técnicas, etc. F vV
4, Meu plano inclui urn Roteiro de curso para distribuir aos meus alunos. F v

PLANEJAMENTO - INSTRUGOES

Compute um ponto para cada item das questdes 1 e 2 e um ponto para cada uma
das restantes.
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Vocé & recordista dos 8 pontos ou s6 naoc o & por nao apicar-se a vocé o terceiro
item da questdo 27

Se vocé marcou 6 pontos, ncluindo as questdes 3 e 4, voc@ & um pioneiro, Acre-
dite no seu futuro.

Se vocé fez menos de 3 pontos, vock merece mais consideragio de sua parte,
Vocé teria que ser um génio de criatividade para poder conseguir uma boa aula sem a
fase anterior. Nao se trate desta manelra, 6 masoquismo.

]
4

V-AVALIAGCAO

1. O contelido das avaliagdes & coerente com 0 conledo oferecido nesta discipli-
na. F Vv

2. A abordagem do contetido nas avaliagdes &, em pelo menos 70%, muito familiar aos
alunos. F v

3. O nimero de avaliacdes pemmite bom grau de confiabilidade quanto ao aproveita-
mento do aluno. F v

4. As questdes das avaliacdes oferecem diversificagdes suficientes de abordagens pa- 55



ra atender, em grau aceitavel, as diferencas individuais dos alunos. F Vv

5. O conhecimento adquirido pode ser medido nas avaliagdes propostas para esta dis-
ciplina, F Vv

6. A abordagem das avaliacdes, nesta disciplina, n2o Ird surpreender os alu-
nos. F v

7. O raciocinio do aluno diante do contelido desta disciplina pode ser checado nas ava-
liagdes da mesma. F Vv

8. Ao elaborar os instrumentos de avallacio desta discipling, tenho sempre em mente
objetivos e metas da mesma, bem como o balanceamento dos conteGdos ofereci-
dos. F V

9, Discuto, freqlientemente, as avaliagbes com meus alunos. F Vv

10. Os instrumentos de avaliagBo desta disciplina v8m representando um desafio incen-
tivador para os alunas. F Vv

AVALIAGAO-INSTRUGOES

\Vocé marcou os 10 pontos?... E além disto ainda leva a sério prazos para notas e
boletins? Entdo vocé & a encamagao do espirito de Avaliag8o. Seria uma honra conhe-
cé-lo.

Se voce obteve 8 pontos, vocé pode candidatar-se a oferecer uma palestra sobre
sua metodologia de trabalho docente, e a palestra sera muito boa, acredite.

Se vocd obteve 6 pontos, e dentre eles as questdes 1, 2, 3, 6 e 9, sem dlvida
seus alunos o consideram um professor confidvel. :

Se vocé marcou "V" as questdes 4, 7 e 10, vocé & um renovador. Aproveite seu
idealismo e trabalho. Suas aspiragdoes merecem sua atengao.

Se vocé percebeu, porém, que ndo seria muito honesto de sua parte marcar as
questdes 1, 3 e 5, ainda bem que vocé é honesto.




VI-OBJETIVOS

1, Os Objetivos Gerais formulados para esta disciplina s&o claros e esclarecedores,
pols j& os discuti com meus colegas e/ou alunos. F v

2. Os Obijetivos Especfficos formulados para esta discipiina esclarecem aos alunos o
que & esperado deles e o que serd oferecido a eles, durante 0 semes-
tre. F Vv

3. Junto aos objetivos, o Roteiro de Curso para os meus alunos contém uma Tentativa
de Cronograma. F Vv

4. O conjunto de objetivos e conte(do programético desta disciplina é coerente com a
Ementa, pois ja discuti esta ponto no Departamento. F v

5. Os objetivos desta disciplina vo além do conteddo, cobrindo o desenvolvimento de
atitudes coerentes com a tradicao de Disciplina Consciente desta Escola. F V

OBJETIVOS-INSTRUCOES

Digamos que vocé tenha oblido os cinco pontos. Esteja certo de que todas as ins-
titvigdes de ensino apoiariam a multipicacao de professores da sua qualidade.

E se marcou as questdes 1, 2 e 4, vocé é o professor que vocé proprio desejaria
ter.

Se voch marcou a 3, vocs, aliém de aspirar a organizaco de seu prbprio trabalho,
& colaborador com seu aluno € aprecia jogo impo.

Se vock nao esta multo afinado com estas questdes, um diapasao poderd ajuda-lo.

€ claro que o ensino precisa funcionar como uma orquestra. O diffcil & que o
maestro do grande grupo seré a consciéncia de cada um.
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A N E X O S

A abordagem dos instrumentos a sequir visa estimular:

a Avaliagao do Desempenho do Professor e
da Disciplina pelo Aluno

Através da aulo-andlise e da autocrftica do
préprio Aluno &

do exerclcio da anélise critica do Aluno e do
Professor, sobre as situagbes de Ensino/A-
prendizagem em que ambos estiveram envol-
vidos.
ANALISE DE PROCEDIMENTQOS E ATITUDES DO PROFESSOR — PELO ALUNO
MARQUE CADA ITEM ABAIXO PARA INDICAR:  DIiSCIPING +veevevvverirssincenneasnssesssresensans

P — algo que o Professor faz e que o ajuda

B— o tielo Prediabr daverta fozer e sudilo DA T s STy vy xons .
N — algo que o Professor faz e que o atrapalha Se desejar, assiNe ...cwwswimsussnssisanen,
CONCEITOS
N¢ QUESTOES
P D N
01 Citar 0 assunto da aula e explicar do que =6 trata
o2 Dar exemplos
03 Repellr as axplicagbes com outras palavras
04 Fazer perguntas em sala
05 Quvir e responder as perguntas dos aluncs
06 Aproveitar perguntas para esciarecer e ampiiar assuntos
07 Dar exercidos (praticos ou tebricos) em sala
08 Dar exercloos para casa e comigl-los
09 Anotar pontos-chave no quadre-negro
10 Oferecer textos bésicos e esquemas
11 Indicar bibliografias
12 Pedir pesquisa sobre o assunto
13 Fazer uma sintese ao final da aula
14 Comentar problemas de provas de forma impessoal e ética
15 Escrever comentirios nas provas
16 Revisar os conteddos antes ¢as provas
17 Orientar sobre forma e conteddo de trabalhos escitos
18 Organizar discussdes sobve 16picos diversos
19 Procurar manter ambiente descontraldo
20 Quvir as opinides contrdnas, incentivando fundamentagdo
para as mesmas
TOTAL DE RESPOSTAS
CEDH-ITA 1968



NA SUA OPINIAO:
1. O que o Professor desta Disciplina poderia fazer para:

a) aperieigoar o Curso
b) melhorar o desempenho do Aluno
¢) melhorar o desempnho préprio
.2. O que vocd, aluno, poderia fazer para:
a) melhorar o seu prépro desempenho
b) colaborar com o desempenho de seus oolegasl

¢} contribuir para 0 bom desempenho do Professor

SUGESTOES PARA DEPOIMENTO DO ALUNO

1, Liste outros aspectos de Avaliacio que vocé, Aluno, gostana de comentar.

2. Escolha até trés aspectos e oferega ao seu Professor depoimentos honestos, basea-

dos em suas dificuldades reals, visando contribuir para o aperfeigoamento da Discipli-
na.

AVALIAGAO DO DESEMPENHO DO PROFESSOR PELO ALUNO
AUTO-ANALISE E AUTOCRITICA DO ALUNO

1. Os objetivos da disciplina foram claros para vocé&?

Sim Nao

Por que?

2, A abordagem dada ao conte(do desta Disciplina atendeu as suas expectativas ini-
ciais?
Sim ——— Néo
Por que?

3. Vocé poderia citar de um a trés exemplos de tdpicos (ou unidades) que tenha achado:

a) muito complexos:
i
il
i,

b) mondtonos:
©

il

fii.
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c) estimulantes:
i
i
ii.

d) muito dteis:
il
il
il

4. Na sua opiniao, a abordagem as aulas desta Disciplina tem estimulado o desenvolvi-
mento de: (marque quantas desejar)

a, criatividade _ e, disciplina consciente” e
b. autodisciplina _ f. organizacao s
c. precisao _ g. Iniciativa _
d. esplrito de grupo  ——— h. outras:

Positivas Negativas

5. Na sua opinido, o que o professor poderia ter feito para mathorar o desempenho dos
alunos?

6. O que vocé poderia ter feito para melhorar 0 seu proprio desempenho?

7. A atmosfera das aulas desta Disciplina foi: (marque quantas desejar)

a, tranglilla e i. participativa —_
b, tumultuada —_— g. rigida _—
c. descontralda _— h. produtiva =
d. tensa e i, mondtona _
e. amistosa _— j. estimulante _

8. Em sua opinido, quais foram os aspectos mais positivos e mais negativos do sistema
de avaliag@o adotado nesta Disciplina?

9. Que assuntos poderiam ter sido tratados, mas ndo o foram?
E quals os que poderiam ter sido melhor tratados?

10. Comente o que desejar sobre a parte tebrica da Disciplina e as atividades de Labo-
ratdrio.

Obrigado pela colaboragéo  Assine se desejar



RESENHA BIBLIOGRAFICA

Jodo Bosco Pitombeira de Carvalho
Infinite Processes, Background to Analysis
2 A. Gardiner, Springer NY/82

Onde encontrar o exemplo de Schwartz (veja Courant, R. Differential and Integral
Caleulus, vol Il, PP, 341-342, Interscience, 1970) de que, se tentarmos calcular a drea de
uma superflcie generalizando a idéia que funcionou bem para curvas — a de aproximacao
por uma poligonal — néio chegaremos ao resultado esperado? E que 0 jogo de Euclides,
do qual o algoritmo de Euclides é um caso particular, permite demonstrar que certos pa-
res de segmentos (por ex., o lado e a diagonal do quadrado) nio sBo comensuraveis?
Onde encontrar uma exposi¢ao sucinta e acessivel dos problemas envolvidos com a de<
finigdo do conceito de funglo ou uma discusséo clara, interessante, @ sem pressa de
fracbes com representacdo decimal infinita? Uma introdugéo simples as fragdes conti-
nuas, relacionando-as com o (iltimo tdpico que mencionamos? Além disso, tudo exigindo
a participagao efetiva do leitor, por melo de exercicios com sugestdes detalhadas, de
estudo obrigatbrio para a plena compreenséo do texto e muito bem escolhido? Quem j&
se deteve para pensar por qué (-1)1/3 & diferente de (-1)2/8, o que mostra que a regra
geralmente aceita para trabalhar com expoentes fracionérios tem gque ser mais bem
compreendida? Tudo isso se encontra no livro agora resenhado!

A listagem de todos os problemas acima, aparentemente desconexos, pode fazer
supor que o livro & uma colcha de retalhos, um amontoado de resultados avulsos, sem
nenhum fio condutor, Nada disso: por trés de tudo que o autor faz, esté a intengdo de fa-
miliarizar o estudante, no inlcio de seus estudos universiténos, preferivelmente antes de
fazer um curso de céalculo ou ao mesmo tempo em que o segue, Com 0s conceitos basi-
cos da Andlise, ou seja, com 0s processos de limite.

Citemos o autor:

“Como o titulo sugere, este livro foi concebido como um prélogo ao estudo de Por
que o Célculo funciona... & de fato um re-exame critico dos processos infinitos que sur-
gem na Matemética Elementar: a parte [l re-examina os nlmeros racionais e irracionais,
a parte Ill examina nossas idéias de comprimento, &rea e volume, e a parte IV examina a
evolugéo do conceito modemo de fungéo,”

Eis o Indice do livro:
Parte | — Do Célculo & Andlise

O que esté errado com o Célculo?
Crescimento e mudanga na Matemética

Parte Il — Do Célculo & Andlise:
Matematica: Racional ou Irracional?
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Mé&todos construtivos e no construtivos em Matemética,
Comensurabilidade, M&ximo Divisor Comum e o Jogo de Euclides.
Lados e Diagonals de Poligonos Regulares

Nameros e Aritmética, uma revisdo rapida

Decimals infinitas (primeira parte)

Decimais infinitas (segunda parte)

Noves repetidos

Fragdes e decimais peribdicas

A propriedade fundamental dos nlmeros reals

A aritmética das decimais infinitas

Reflexdes sobre temas recomrentes

Fragdes Continuas

Parte Ill - Geometria

NGmeros e Geometria

O Papel da Intulgéo Geométrica
Comparando Areas
Comparando Volumes

Curvas e Superilcies

Parte IV — Fungdes

O que & um NGmero?
O que & uma Fungzo?
O gue é uma Funcgéo Exponencial?

Na Parte |, segundo o proprio autor, & exposto como em torno de 1800 os matema-
ticos comegaram a perceber que a falta de precisao em sua compreenséo e sua mani-
pulagdo dos processos infinitos envolvidos no Céiculo (infinitesimal) intuitivo era uma
fonte de erros e de confus&o, que portanto o Célculo intuitivo necessitava ser reformula-
do de maneira clara 8 precisa, que a necessidade de revisar nossa compreensdo de
uma parte "da Matemdtica, como o CAlculo intuitivo, néo nos deveria reaimente surpreen-
der; mas que a maneira puramente aritmética em que de fato o Célculo intuitivo foi refor-
mulado (em tomo de 1870), é um pouco surpreendente, O autor apresenta problemas
que levaram os mateméticos a se interrogarem sobre o que reaimente estavam fazendo,
como por exemplo as solugbes da equagao da corda vibrante, obtidas por D'Alembert e
por Bemouilll, @ as manipulagbes puramente simbblicas com séries de potdncias infinitas.
Encontramos al, como exercicio, dado com um roteiro detalhado que o torna factivel, a
maneira como Euler calculou o valor da série}(1/n?), Vemos af um dos pontos que consi-
dero altamente favoréveis no livro: 0 autor se recusa a dar as coisas de graga ao leftor, &
necessério trabalhar, embora com uma orientagéo honesta e detalhada.

Em seguida, Gardiner apresenta as nogdes sobre nlimeros inteiros que serfio
usadas subseqgiientemente. Introduz o Teorema de Pitdgoras e a nogao de mé&ximo divi-
sor comum, e ensina como calculé-o, usando o jogo de Euclides, que & uma generaliza-
¢#o do algoritmo de Euclides. A existéncia de méximo divisor comum & imediatamente
relacionada com a comensurabilidade de dois segmentos de comprimentos inteiros, o
que & um exemplo de vers&o grega do algoritmo de Euclides, o processo de “antanaireses”
(veja V. der Waerden, Geometry and Algebra in Ancient Civilizations; Springer, N. York,
1983, pp 138-139 e, do mesmo autor, Science Awakening., Oxford University Press, N.
York, 1871, pp. 126-127), Aplica apds isso este processo para demonstrar que existem
segmentos incomensuraveis (sem usar o teorema de Pitdgoras) e mostra, da mesma
maneira, que o lado e a diagonal do pentégono regular sdo incomensuréveis. Compare
oomasobrasdndasdeVandefWaetdenparaumtrammnbdaroemmsucodoas-
sunto.

s Apds isso, é feita uma répida revisfio dos sistemas numéricos, explicando o fun~



cionamento de nosso Sistema decimal. Ataca entdo o autor o problema da existéncia de
nimeros cuja representagao decimal & infinita. J& tinhamos tido contacto com um pro-
cesso informal, geométrico,de limite, ao demonstrar que certos segmentos s&o incomen-
suréveis. Agora, passamos a esludar mais detalhadamente os processes infinitos, em
um contexto aritmético, ac atacar a pergunta: "O que &€ um nimero decimal com uma
quantidade infinita de algarismos? Um exercicio com a série harmonica alternada faz o
lettor trabalhar com sucessdes crescentes (e decrescentes) limitadas superiormente
(inferiormente),

Como exemplo de outro exercicic, temos o Exercicio 4, (pagina 93).

Os exercicios 1 (I} & 2 sugerem que o seguinte & verdade: para qualguer valor po-
sitivo x < 1, as poténcias x".rapidamente se aproximam de zero quando n cresce. Além
disso, estas poténcias x" diminuem de tal maneira que eventuaimente se tornam meno-
res do que 1/N, onde N é qualquer nimero inteiro positivo escolhido arbitrafiamente. O
leitor dever4 demonstrar agora que isso & verdade. (S&o dadas em seguida sugestdes
de como proceder.

E estudado 0 que quer dizer um nimero como 0,9999..., e atacado o estudo das
fragbes décimais periédicas, que s&o culdadosamente analisadas, resolvendo-se pro-
blemas como o seguinte:

Qual a relagao exata entre

a frago inicial m/n e:

o comprimento do bloco que se repete em sua representacao, e
os algansmo que ocomrem no bloco que se repete?

O que determina o comprimento do-blooo que se repete?

O tratamento apresentado ndo & o mais sucinto ou elegante (compare com o tra-
tamento muito elegante de E. L. Lima no nimero 10, pp. 23 e sequinfes da Revista do
Professor de Matematica), mas chama constantemente & atencao para o falo de que
estamos lidando com processos infinitos, guando trabalhamos com nimeros decimais
infinitos.

O leitor est4 agora pronto a atacar o capftulo sobre a propriedade fundamental dos
nomeros reais, enunciando como segue:

“A qualguer seqiéncia infinta de nOmeros reais que crescem mas que sao todos
iguais a ou menores do que um certo nimero real K, sempre corresponde um nlimero
real a € K, para o qual a sequéncia infinita parece estar se dirigindo."

Os termos usados na frase acima recebem entdo seus significados precisos. Um
dos exerclcios de aplicagao deste principio & calcular o imite, quando n cresce indafini-
damente, de (1+1/n)".

H4 em seguida uma introducéo ao estudo das fragdes continuas nao sé com moti-
vacao aritmética mas também geométrica, relacionando-as com o que foi feito para de-
monstrar a ndo comensurabilidade de lados e diagonais de certos poligonos.

Passamos agora & segunda parte, que estuda Geometria. Em primeiro lugar, o
autor se detém sobre a relacao entre os ndmeros e a Geometria, citando 2 posicao dos
pitagéricos e dos matematicos greges sobre isso, Em seguida, fala um pouco sobre a
importancia da intuigao geométrica, e os cuidados que se deve ter com ela. Passa ento
a estudar como comparar dreas, num capitulo muito bem estruturado e importante. Parte
dos conceitos intuitivos de &rea, & mostra pouco a pouco como eles necessitam de ser
sofisticados, concluindo, por fim, apds discutir os varos problemas envolvidos no con-
ceito de 4rea, quando tentamos definir a drea de regides limtadas por curvas, e os pro-
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blemas em tentar definir a integral de uma func@o como sendo a 4rea sob o seu gréfico,
Como ele diz, nosso objetivo era simplesmente sugerir algumas das razdes para excluir
defiberadamente as nogdes geométricas na reconstrucio do Calculo — uma caracterfsti-
ca notével da versao do Célculo adotada em torno de 1870. Faz também ver que a nogao
de subconjunto do plano é muito mais geral do que se pensa, exammnando detalhada-
mente, no exercicio 7, alguns subconjuntos e perguntando quais sefiam suas 4reas,
Neste capitulo & também atacado o problema do que & a langente a uma curva, em um
longo exercicio, com vénas partes e sugestoes, e que também estuda a nogéo de conti-
nuidade de uma funcao,

Ja que o autor se permite desvios de seu objetivo (lidar com processos infinitos)
para citar resultados como o terceiro problema de Hilbert, & pena que nao tenha sugerido,

nos exercicios, como atacar o Teorema de Pick, que permite calcular a 4rea de um poll-
gono com vértices no reticulado do plano. A primeira figura do capftulo dé4 esperangas de
que isso acontega, mas frustradas!

No capltulo subseqiente, Gardiner ataca o problema de como définir o volume de
um sélido, partindo de casos bem simples, e chegando & conciusao de que af também
somos obrigados a Introduzir processos infinitos. Compara véras lentativas de definir
volumes, citando os resultados de Arquimedes, Cavalieri, etc., e refere-se & teoria de in-
tegracdo de Lebesqgue. Isso parece prematuro, mas &, em verdade, bem natural em sua
discussao, e nao deveria amedrontar o leitor.

O capltulo sequinte estuda as analogias, relagdes e diferencas entre os conceltos
de curva e de superficie; apresentando como exerclcio o resultado de que se aproxi-
marmos a &rea de um cilindro por uma superficie formada por poliedros convenientes, te-
remos resultados diferentes conforme a escolha das faces do poliedros.

A alitima parte traca o desenvolvimento gradual do conceito de fun¢do desde suas
origens em problemas puramente geométricos e fisicos do inicio do século dezessete até
a emergéncia eventual do conceito modemo de fun¢do no século dezenove. Distingili-
mos a ldéia geométrica e a idéia algébrica de uma fungdo, e examinaremos suas respec-
tivas fraquezas e qualidades e veremos como a interagao frutffera entre elas resolve os
problemas de seus deleitos individuais, dando origem ao conceito moderno de fungéo.
Terminaremos com uma discussao detalhada de uma classe particular de funcdes — as
fungbes exponenciais.

O autor mostra como o conceito de fungéo evoluiu lentamente, e como os proble-
mas geométricos sobre curvas (calcular tangentes ¢ &reas limitadas pelas curvas) evo-
luiram, gracas & Geometria Analftica, fransformando-se em relagdes algébricas entre as
coordenadas varidveis x e y. Mostra também o relacionamento entre as idéias de uma
curva geométrica ou grafico e a Idéia de uma relagZo algébrica, férmula, ou expressao |-
gando duas ou mais varaveis. Discute o momento decisivo quando as dificuldades en-
contradas no estudo das séries de Fourier forgaram os mateméticos a uma anélise mais
cuidadosa do conceito de fungdo e apresenta exemplos nao intuitivos de fungdes de que
& impossivel tracar o gréfico, ou que nao tém derivada em nenhum ponto.

O @timo capftulo trata das fungdes exponenciais, € parte da definigdo comumente
dada para a exponencial com expoente fracionério, mostrando 0 que pode acontecer,
que restricdes temos & necessidade de impor & base, até chegar ao conceito geral da
fungdo exponencial x¥, O estudo & bem pausado, mostrando como variam os graficos
das fungdes quando mudamos os expoentes, mesmo mantendo-os racionals. No entanto,
parece-nos ser um dos capftulds menos satisfatérios do livro, talvez por pretender ser
muito ambicioso, tentando fazer o leitor compreender até a existéncia de logaritmos de
niimeros negatives. Segundo o autor, uma carta de um professor comentande as dificul-
dades do conceito de exponencial loi @ motivagae inicial para o livro, No entanto, este
capftulo da a impressao nftida de (ltimo capiiulo, escrito |4 sem paciéncia, quando a (inica
motivagao do autor & ver-se livre da tarefa de escrever,

Por que usar este livro?



Freqlientemente, no primeiro curso de Cdlculo, deparamo-nos com alunos que
nunca tiveram o menor conlacto com o conceito de limite, com qualguer processo infinito
(a dnica excegdo & a ‘regra’ bem conhecida, ndo compreendida, de como achar a soma
dos termos de uma progressao geométrica (infinita com razio menor do que 1), E total-
mente in(til apresentar a estes alunos os concertos sutis do Célculo, pois eles nao tém
nenhuma vivéncia que lhes permita assimild-los. O Célculo se toma para eles mais um
conjuntd de regras & memorizar, como J4 fizeram tantas vezes na Escola Secundénia.

A motivagBo de Gardiner nfo & estudar os processos infinitos por eles mesmos,
mas sim us&-los para llustrar a sutileza e a significancia do salto dos processos finitos
para os infinitos & a maneira como processos infinitos podem ser tratados matematica-
mente de maneira sequra.

Boas, em sua resenha deste livio (American Mathematical Montihy 90-2, 1983),
discorda da apresentac@o histérica dos conceitos, dizendo que nommalmente percebe-
mos a significancia de conceitos mateméticos relacionando-0s com outros, e ndo mos-
trando sua evolugao histérica. P

No enlanto, estas duas maneiras de encarar 0s conceitos matematicos nao sio
contraditbrias, Ao contrério, sdo complementares e se enriquecem mutuamente. A per-
cepegao da evoluglo histérica de uma parte da Matemaética né&o & obsticulo & sua com-
preens&o e utiizacdo. Ao contrério, o aluno que est& tendo dificuldades para compreen-
der certos conceitos usados no Célculo talvez se sinta menos preocupado ao saber que
eles séo fruto de muitos anos de trabalho, que evoluiram lentamente até chegar & sua
forma atual, e que quase certamente nio serdo a (itima palavra sobre o assunto, Um
belo exemplo de como fazer isso, colocando os conceitos do Célculo dentro de sua
evolugao histonca, & o livro de Otto Toeplitz, The Calculus, A Genetic Approach, The
University of Chicago Press, 1963, Como dito no prefécio de Kothe, Toepiitz tenta apre-
sentar as grandes descobertas com sua dramaticidade, preservar as ongens dos pro-
blemas, conceitos e fatos. Mas ndo deseja que seu mélodo seja chamado 'histérico’, O
historiador... tem que regisirar tudo o que aconteceu, bom ou ruim. Eu, ao contréno, de-
sejo selecionar e utllizar da histéria da Matemética, somernte as origens das idéias que
demonstraram ser hoas. Nada est& mais atastado de meu desejo do que dar uma histéria
do Célculo Infinitesimal. Eu préprio, guande aluno, fugl correndo de um tal curso. Nao
estou interessado na Histbria por ele mesmo, mas na génese, em saus ponlos notavels,
de problemas, latos de demonstragbes”,

Concordo integralmente com a opinifio de Toeplitz, embora achando que um curso
de Histénia do Célculo pode ser interessante (vels, por Exemplo, os livros de C. H. Ed-
wards Jr.,, The Historical Development of the Calculus, Springer, N. York, 1979; e de M,
Baron, Origins of the Infinitesimal Calculus, Oxford: Pergamon Press, 1969). O que Gar-
diner faz neste livio & Matemética genuina. Nao se trata de um destes livros que se
apregoam para “liberal arts students”, e déo algumas pinceladas de Matemética de mis-
tura com histéria (veja, por exemplo, Morris Kline, Mathematics in Western Culture, alias
um excelente livro, embora exagerado, como todos os livios de divulgagao de Kiine),
mas s2 trata de um livro de Matemética. Ela sera ou utlizada pelo estudante em seus
estudos de Célculo e de Anélise, ou Ihe dard experiéncia em trabalhar com conceitos su-
tis e delicades, aumentando consideraveimente sua maturidade matematica.

Uma comparagao com o livio de Teoplitz citado acima mostra também alguns dos
probiemas do livro de Gardiner. Toeplitz pode faciimente ser usado como esqueleto para
um curso, pois & de fato um curso de Célculo, J& o livio de Gardiner dificiimente serviria
para isso, Por um lado, a abertura do livro s6 faz sentido para quem j4 tiver sentido um
pouco as dificuidades do Célculo. Omiti-la tiraria a motivag&o para a parte mais elemen-
tar, sem Calculo, que vem depois. Além disso, pelo menos parte do fratamento de certos
problemas mais sérios levantados posteriormente {(comprimento de curvas, &reas de re-
gides do plano, etc.) também s6 fardo sentido, para quem J& estudou Célculo. Em part-
cular, o (itimo capltulo, sobre funcdes exponencials, fica muito prejudicade para quem
n&o conhece a possibilidade das definigdes “eficientes” que se baseiam na definigéo da
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funcao logaritmo pela integral.

Assim, embora o fvro seja muito interessante, de muito bom gosto, & exigindo tra-
balho produtivo por parte do leitor, nao se presta para texto de um curso de Célculo. Co-
mo usa-lo, entao?

O livro & excelente como leitura paralela em um curso de Céiculo. Ao longo do cur-
s0, poderdo ser selecionados capftulos, parégrafos ou problemas que ilustrem bem os
problemas nas nogdes que estiveram sendo tratadas nas aulas segunde o livro texto.
Desta maneira, julgo que o livro de Gardiner & muito bom, & pode contribuir muito para
melhorar a compreensao dos conceitos do Calculo e da Analise.

Em particular, julgo tratar-se de um livro particularmente recomendado para uso em
um curso de licenciatura em Matemética, onde 0s alunos nao se aprofundar&o em Andli-
se, mas deveriam receber uma boa introdugao ao Cdlculo, uma das ferramentas mals
podsrosas do arsenal da Matemdética,

_ Principalmente porque Gardiner usa conceitos e nocdes slementares, de Matema-
li»a de primeiro @ segundo grau, para motivar a introdug@o dos conceitos de fimite que
encontramos no Célculo e na Anlise e para preparar o alunc, tanto conceitual como lec-
nicamente, para lidar com eles. A maior parte dos licenciandos, em suas atividades como
professores, apds terminar seus estudos universitarios, demonstra total incanacidade de
relacionar a Matematica elementar, que usardo em suas aulas, com 2 mais avancada a
que foram expostos na Universidade. Esta ltima fica em um compartimento estanque, e
nada contribui para melhorar sua atuagéo como professores. Este livro multo poderia
contribuir para derrubar esta separacéo, € mesmo para fazer com que o futuro professor
perceba a sutileza e as dificuldades inerentes a cerlos conceitos que usaré constante-
mente comprimento de arco, dreas de regides do plano, o conceito de nimero real, etc.

De qualquer maneira, mesmo que o professor decida néo usar este livro em seu
curso, como leitura para os alunos, certamente suas aulas muito lucrardo se ele ler o b=
vro. lsso sb poderé melhorar suas aulas, enriquecendo-as com exemplos, motivagoes e
uma visdo mals ampla do Célculo, de seus conceitos € de sua evolugao.
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