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APRESENTACAO

Este Boletim Especial do GEPEM pretende ser um instrumento de
divulgagio ¢ de informagdo para educadores, professores, alunos de
praduagdo e de pos-graduagio em Matematica ou Educagio Matematica das
principais contribuigdes teoricas recentes ao Ensino da Geometria.

O Boletim foi claborado tendo como base os principais artigos
trabalhados ¢ analisados durante o curso: "Ensino e Aprendizagem da
Geometria” oferecido pela Pos-Graduagido em Educagio Matemitica - USU
¢ ministrado pela Dra. Rina Hershkowitz do Departamento de Ensino de
Ciéncias do Weizmann Institute of Scicnce, Rehovot. Isracl com o gual a
Pos-Graduagio em Educagio Matemitica da Universidade Santa Ursula
mantém um convénio de cooperagdo técnico-cientifica.

O curso foi oferecido a professores, alunos da pés-graduagdo ¢
alunos da graduagdo.

Os trés principais temas subjacentes a0 curso proposto eram:

- Geometria como a ciéncia do espago.

- Geometria como estrutura matemitica.

- Pensamento Geométrico como um componente essencial em
muitas dreas.

O curso foi organizado numa combinagio de oficinas ¢ leituras,
acompanhado de exercicios ¢ leituras colaterais. Além disso manteve-sc uma
preocupagdo constante de estabelecer uma interface ativa entre fcoria ¢
pratica.

Os 16picos abordados foram:

1 Geometria ¢ Pré-Escola

1. Percepgio (formas, dimensbes, orientagoes, codificagiio €
decodificagiio). ¢

2. Modelo de Van Hicle para o pensamento geométrico , descrigio,
aplicagoes, pesquisas bascadas na teoria de Van Hicle, conseqiiéncias,
limitagoes.

3. Exemplos de Desenvolvimentos Curriculares: O Programa Agam
para pensamento visual,

11. Formagiio do Conceito Geométrico

I. Alguns fundamentos tedricos (por exemplo: Rosch ¢ Mervis).

2. Estruturas epistemoldgicas dos conceitos geometricos,

3. Pensamento visual versus pensamento analitico no processo de
desenvolvimento de conceitos geométricos.

4. Defini¢do conceitual: - Um instrumento passivo ou alivo para a
formagao de conceitos em Geometria?

111 Processos Utilizados no Raciocinio em Geometria
|. Processos de generalizagio,
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2. O que existc entre a justificativa intuitiva do aluno ¢ a "prova
formal"?
3. Implicagdes para o ensino da Geometria.

IV. O Papel do Microcomputador no Ensino ¢ Aprendizagem da
Geometria

1. Softwares no ensino da Geometria: quais ¢ para qué?

2. A revolugio do microcomputador no ensino-aprendizagem da
Geometria,

V. O Futuro do Ensino da Geometria - algumas esperangas

VL Geometria ¢ as Outras Areas da Educagio Matemitica

Como seria impossivel cobrir todos os aspectos abordados durante o
curso. selecionamos alguns artigos. de co-autoria da Dra. R. Hershkowitz,
significativos para nosso objetivo de divulgar ¢ informar sobre as pesquisas
ledricas mais recenles e relevantes da drea.

Sclecionamos cinco artigos ao mesmo lempo representativos e
diversificados do trabalho que foi desenvolvido durante o curso. com
tradugao de Prof. Paulo Colonese.

- Aspectos Psicoldgicos da aprendizagem da Geometria
Uma revisio sobre as principais pesquisas ¢ suas
fundamentagées tedricas sobre o ensino-aprendizagem da Geometria.

- O Projeto Agam - Cultivando a Cognigiio Visual em Criangas
da Pré-Escola,
Um programa desenvolvido para alunos da Pré-Escola
sspecialmente dedicado ao desenvolvimento da cognigiio visual,

= Visualizagio em Geometria - As Duas Faces da Moeda
Uma experiéncia com formas nio conhecidas por alunos ¢
professores visando desenvolver um espirito critico em relagdo a definigdes,
atributos ¢ conceitos novos.

- Atividades com Professores Bascadas em Pesquisas Cognitivay.
Um excmplo de pesquisa-agio sobre a formagio de
professores.

- O Software LOCI ¢ Pensamento Visual.
Um software desenvolvido para explorar o conceito de
lugar geométrico.

Maiores informagdes (ou consultas) sobre os trabalhos desenvolvidos

durante o curso poderdo ser obtidos através da Secretaria da Pos-Graduagio
em Educagio Matematica-USU ou através da Sccretaria do GEPEM.
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ASPECTOS PSICOLOGICOS DA APRENDIZAGEM DA
GEOMETRIA
Rina Hershkowitz
com a colaboragio de Ben-Chaim, Celia Hoyles, Glenda Lappan,
Michael Mitchclmore & Shlomo Vinner

Introdugao

Existem dois aspectos principais clissicos do ensino e aprendizagem
da Geometria: a visio da Geometria como a ciéncia do espago ¢ a visdo da
Geometria como uma estrutura légica, onde a Geometria ¢ o ambiente no
qual o aprendiz pode desenvolver suas impressdes sobre a estrutura
matemitica (Freudenthal, 1973). Num estagio mais avangado, este ambiente
geométrico adquire um significado mais amplo, sem a necessidade de um
ambiente real (concreto) que o fundamente,

Hi um consenso de que estes dois aspectos estdo ligados porque
alguns niveis da Geometria - enquanto ciéncia do espago - sfio necessarios
para aprendizagem da Geometria - enquanto estrutura logica. Este ponto de
vista - aquele que entende as diferentes fases da aprendizagem da Geometria
como um processo de desenvolvimento - ¢ intrinseco na maior parte do
trabalho tedrico de pesquisa ¢ do ensino realizado sobre 4 Geometria, sendo
0 fio condutor que conecta as diferenics segdes deste artigo.

As vinas fases da aprendizagem da Geometria levantam diferentes
tipos de questes psicologicas. Sc encaramos a Geometria como a ciéncia do
espago em geral, as questdes iniciais sdo bastante amplas, tais como:

* Como as criangas percebem sua vizinhanga !
* Que tipos de codigos sio utilizados no processamento  das
informagbes visuais?

As questdes tornam-se mais especificas se nos delivermos somente
em relagiio a visvalizacdo, por exemplo:

* Que tipos de habilidades visnais sio necessarias para a
aprendizagem da Geometria? Em particular, como as criangas criam
uma documentagio (registros) de sua vizinhanga ¢ como elas
interpretam esta documentagio; isto ¢, como as criangas descrevem
(verbalmente ou visualmente) o mundo tridimensional ¢ como elas
interpretam tais descrigbes?

Algumas destas questdes serfio discutidas na secdo sobre visualizagio,
Outro tipo de questdio lida com os processos de construgdo de
conceitos basicos (por exemplo, as principais figuras geométricas) ¢ as
mterrelagdes entre os elementos de um mesmo conceito e entre diferentes
conceitos. Tais questdes serdo discutidas na secdo sobre conceitos e
interrelacdes. Estudos dentro do dominio da Geometria enquanto uma
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cstrutura logica levantam questdes sobre generalizacdes ¢ processos de
provas. Estas questdes serdo discutidas na seqao sobre conjecturas e provas.

Nos tltimos anos. foi desenvolvida uma consideravel quantidade de
pesquisas envolvendo a Geometria num ambicntc de aprendizagem
informatizado. Os fortes clementos visuais fornecidos pelo computador, o
seu potencial intcrativo ¢ o modo como os objetos visuais podem ser
facilmente manipulados ¢ vistos de diferentes perspectivas (€m atraido
muitos cducadores matematicos. A maior parte dos trabalhos apresentados
no International Group for the Psychology os Mathematics Education (PME)
sobre esta questio 1€m focalizado o ensino da Geometria ¢ néo o computador
em si mesmo.  Existe um  interesse comum cm usar a interagio
crianga<->computador para criar situagdes de aprendizagem que facilitem ¢
provoquem a aquisicdo de habilidades visuais, de conceilos geométricos
cspecificos ou de processos mentais. Portanto, nds podemos antecipar
questdes e tendéncias de pesquisa conforme elas forem "refletidas” no
cspelho do ambiente informatizado. Esta reflexdo levanta questoes
relevantes as questdes apresentadas anteriormente, como também traz novos
insights ¢ abre novas 4rcas de investigagdo. A contribuigio especial do
computador serd discutida em cada uma das segbes seguintes.

De modo a contextualizar as pesquisas ¢ as suas aplicagies ao cnsino
apresentados neste artigo, comegaremos com uma discussdo sobre alguns
fundamentos teoricos.

Svbre as Teorias e Suas Linhas de Pesquisas

Podemos distinguir duas abordagens principais na forma como as
pesquisas cognitivas estio relacionadas as teorias. Na primeira, a teoria
bascada numa abordagem fop-down, o foco de interesse csti na leoria que se
supde seja confirmada ou rejeitada. O conteudo geométrico e as tarcfas que
sio selecionadas nestas investigagoes top-down sio escolhidas de modo a se
ajustarem a0 modelo tedrico e nio refletem necessariamente os conteidos
comuns ¢ os processos envolvidos na aprendizagem da Geometria, A
segunda abordagem, hoftom-up, adota o contendo ¢ a cstrutura a serem
aprendidos como ponto de partida de suas investigagoes; a compreensio ¢ a
explicagio das dificuldades ¢ processos do aluno sdo os objetivos principal
destas pesquisas. De acordo com esta abordagem, a teoria ndo ¢ a base para
o projeto de pesquisa, mas € usada como um instrumento para cxplicar as
situagdes ¢ os resultados levantados pela pesquisa, quando a leoria estd
adequada (Balacheff. 1987b). As pesquisas podem ainda conduzir ao
aperfeigoamento das teonas ou mesmo a formulagdo parcial de novas
feorias.

A distingio anterior entre cstas duas abordagens €, em certo sentido,
uma super-simplificagdo ¢ podemos encontrar trabalhos de pesquisa que
estejam entre as duas abordagens. Entretanto, a maior parfe das pesquisas
cognitivas correntes. incluindo as pesquisas sobre Geometria desenvolvidas
pelo Grupo do PME, concentram-s¢ na segunda abordagem, enquanto a
primeira abordagem foi mais prevalente ha alguns anos atris. Desta forma, a
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discussdo nas proximas segdes deste artigo considera as teorias ¢ as teorias
parciais como instrumentos de pesquisa ¢ de ensino. No restante desta segio,
discutiremos algumas caracteristicas de teorias relevantes, acompanhadas de
exemplos de pesquisas bascadas nas mesmas,

Praget

Em sua teoria da concepgdo do espago da crianga (Piaget&Inhelder,
1967) ¢ da concepgio da Geometria da crianga (Piaget, Inhelder &
Szeminska, 1960) Piaget descreve o desenvolvimento da representacio
espacial da crianga. Este foi definido como a imagem mental do espago real
em que a crianga estd atuando, onde "a representagio mental ndo ¢
meramente uma consulta aos dados de um arquivo da meméria. Ela ¢ uma
reconstrugio ativa de um objeto no nivel simbélico.” (J.I. Martin,
1976a,p.28). Este processo ndo ¢ puramente perceptivo. Nas palavras de
Piaget: ’

A percepgdo é o conhecimento dos objetos resultante do
contato direto com os mesmos. Ao contrdrio disto, a representagdo
ou imaginagdo envolve a evocagdo dos objetos em sua auséncia ou,
quando ocorre paralela a percepgdo, em sua presenga. Ela completa
o conhecimento perceptivo pela referéncia a objetos ndo percebidos
realmente. (Piaget & Inholder, 1967, p.17)

Com certa simplificagiio, podemos dizer que Piaget, a seu modo,
cstava interessado nas transformagdes mentais do espago real para a
representagdo do espago da crianga, naqueles atributos dos objetos reais que
sdo invariantes sobre estas transformagdes ¢ como eles se¢ modificam com a
idade. De acordo com a Teoria de Piagel, as primeiras transformaces da
crianga sdo aquelas que conservam os atributos topologicos dos objetos (por
exemplo, interior ¢ exterior de um conjunto, periferia (limites) de um
conjunto, conectividade, fechamento ¢ abertura de curvas). Apenas mais
tarde. a crianga ¢ capaz de transferir para sua representacdo do espago os
atributos Euclidianos dos objetos (por cxemplo, comprimento de linhas ¢
{amanho de 4ngulos). Os resultados desta transformagdes Euclidianas sdo as
conservagiies dos conceitos de comprimento, drea, volume, etc. E apenas
neste ponto que a crianga, de acordo com Piaget. pode executar tarefas de
mensuragio ¢ de niveis mais altos.

O volume de pesquisas baseadas nas pesquisas piagetianas tem sido
bastante amplo ¢ diversificado. Alguns estudos (Dodwell, 1959; Lowell,
1959) forneceram apoio a suas teorias, enquanto outros (J. L. Martin, 1976:
Taloumis. 1975) forneceram evidéncias contraditorias as teorias piagetianas.




Van fiele

Enquanto as teorias piagetianas relacionamm fundamentalmente a
Geometria com a ciéncia do espago, as teorias de van Hicle combinam duas
vistes da Geometria, como ciéncia do espago ¢ como instrumento com o
qual demonstrar uma estrutura matemdtica. A teoria distingue niveis
seqiienciais do pensamento geométrico (Freudenthal, 1973; Hoffer, 1983;
van Hiele & van Hiele-Geldof, 1958; Wirszup, 1976, ¢ muitos outros). Além
disso, a teoria de van Hicle sugere fases de ensino que auxiliem o
desenvolvimento das criangas através destes niveis, Os niveis, numa
descrigdo resumida, seriam (Hofler, 1983; Usisnkin, 1982):

Primeiro Nivel: Reconhecimento ou  Visualizagio: As
criangas percebem os conceitos geométricos em  termos de sua
aparéncia [isica, as figuras sdo reconhecidas pela sua forma, como
um todo, e nio pelas suas propricdades.

Segundo Nivel: Andlise: As criangas podem analisar as
propriedades das figuras.

Terceiro Nivel: Ordem. As criangas podem ordenar
logicamente figuras ¢ relagbes, mas nfio podem operar dentro de um
sistema matematico, Portanto, uma dedugdo simples pode ser
acompanhada, mas uma prova completa niio ¢ compreendida.

Quarto Nivel: Dedugio. As criangas compreendem o
significado da dedugdo e o papel dos diferentes elementos na
cstrulura dedutiva. Portanto, as provas podem ser “reinventadas”
pelas criangas ou ao menos, compreendidas.

Quinto Nivel: Rigor. As criangas podem trabalhar numa
variedade de sistemas axiomdticos ¢ sdo capazes de fazer dedugoes
abstratas. Por cxemplo, uma Geometria nido-euclidiana pode ser
compreendida.

Mais tarde, a teoria de van Hiele foi modificada e reduzida a trés
niveis (van Hicle, 1987): o primeiro, segundo ¢ terceiro nivel (que inclui,
mais Ou menos, oS outros (rés niveis apresentados acima). Ouiras
caracteristicas da teoria de van Hiele sio as seguintes:

* A Memorizagido ndo ¢ considerada ao caracterizar qualquer um dos
niveis.

* A crnianga avanga de um nivel para o nivel seguinte, sem saltar
nenhum dos niveis. (sdo segiienciais),

* Os niveis sdo discretos ¢ globais; islo €, a crianga estd no mesmo
nivel em diferentes contextos.

* As criangas que cstejam num determinado nivel ndo podem
interagir ou compreender o ¢nsino em niveis mais clevados.



* O desenvolvimento do pensamento do individuo de um nivel para o
nivel seguinte ¢ consequéncia do ensino e de experiéncias de aprendizagem
¢ ndo depende muito da maturidade.

Esta claro que a teoria de Van Hicle assume como meta final da
aprendizagem da Geometria a construgdo da Geometria enquanto uma
cstrutura dedutiva, mas com a Geometria enquanto ciéncia de nosso
ambiente sendo um pré-requisito necessério.

A teoria de van Hiele, especialmente o modelo dos niveis, tem atraido
muitos educadores ¢ pesquisadores matemdticos. A maioria das pesquisas
bascadas na teoria de van Hicle tem sido realizadas nos Estados Unidos.
(Para conhecer os trabalhos russos de mais de 20 anos atris, consulte
Wirszup, 1976). As hipdteses de que os niveis possam ser identificados,
scjam discretos ¢ formem uma hierarquia tém sido pesquisadas ¢ os aspectos
preditivos do modelo tem sido investigados. Além disso, tém sido feitas
tentativas de usar o modelo como base para elaboragdio de curriculos e livros
didaticos,

A generalidade ¢ a globalidade do modelo de van Hicle sdo ao mesmo
tempo sua forga e sua fraqueza, De modo a utilizé-lo em pesquisas ¢ no
ensino ¢ necessirio cstabelecer instrumentos operacionais pelos quais se
possa determinar o nivel de desenvolvimento particular de um individuo.
Portanto, na maioria das pesquisas ¢ do ensino, foram feitos esforgos para
estabelecer estes instrumentos (por exemplo, Usisnkin, 1982; teste de Hoffer,
1981, tabelas),

Os resultados das pesquisas mostraram que, em geral, os niveis criam
a hierarquia descrita ¢ coincide com o comportamento das criangas, com
poucas excegles:

* O lugar do quinto nivel de van Hiele na hicrarquia néo esta claro,

(Usisnkin, 1982).

* O cardter discreto ¢ a globalidade dos niveis sdo duvidosos, o que
significa que uma crianga pode atuar em diferentes niveis em diferentes
contextos ou que pode at¢ mesmo mudar de nivel numa mesma tarefa.
(Burger & Shaughnessy, 1986. Gutierrez & Jaime, 1987, Mayberry, 1983).

As ultimas descobertas levam a questionar um curriculo baseado na
diversidade (broad-based) versus um curriculo baseado na especificidade
(narrow-based), isto €, s¢ devemos introduzir muitos conceitos geométricos
is criangas ¢ progredir com cada um deles ¢m paralelo até chegarmos ao
lerceiro nivel de van Hiele (a abordagem usual) ou introduzir uma colegio
limitada de conceitos as criangas, por exemplo, quadrilateros, e progredir até
2 terceiro nivel e s6 entdo introduzir conceitos mais amplos.

Esta questio tem sido discutida intensivamente nos encontros do
Grupo de Geometria nas Conferéncias do PME (Hershkowitz & Vinner,
1987). Ela ainda nccessita ser pesquisada ¢ pode ter um importante papel no
plancjamento do ensino da Geometria.

Um uso tipico das pesquisas de van-Hiele tem sido a determinagiio
dos niveis de uma determinada populagio. Por excmplo, Mayberry (1983),
Matos (1985) e Gutierrez & Jaime (1987) estudaram o descmpenho de
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professores em formagio da escola basica em suas respectivas cidades ¢
descobriram que cles geralmente atuam no primeiro ou no segundo nivel de
van Hiele.

Um exemplo tipico ¢ fornecido pelo trabalho de De Villiers ¢ Njisane
(1987). Eles conduziram um estudo detalhado com alunos do curso
sccundario. Para tornar os niveis de van Hiele mais operacionais, elcs
desenvolveram seu proprio teste. Os itens variavam de simples questoes
(como indicar os dngulos alternos quando duas paralelas sdo cortadas ou
listar as propriedades de uma determinada figura como um paralelogramo)
até questdes que requeriam a interpretagio de definigdes formais ¢ a
construgdo de provas formais. Muitas questdes lidavam com conteldos
encontrados normalmente no curriculo secundario. De Villiers ¢ Njisane
distinguiram oito catcgorias de pensamento geométrico necessirios a
resolugio das diversas questoes:

I. Reconhecimento ¢ representagio de figuras tipicas.

2. Reconhecimento visual de propricdades.

3. Uso e compreensdo da terminologia.

4. Descrigio verbal das propricdades de uma figura ou

seu reconhecimento pela descrigiio verbal.

5. Dedugdo direta.

6. Dedugoes indiretas.

7. Classificagdes hierarquicas (relagdes de inclusiio).

8. Leitura e interpretaciio de definigoes apresentadas.

Suas andlises os levaram a cstabelecer que: (a) as categorias | ¢ 2
pertencem a0 primeiro nivel de van Hicle; (b) as categorias 3 e 4 pertencem
ao segundo nivel de van Hicle; ¢ (c) as categorias 5 e 6 pertencem o terceiro
nivel

Eles levantaram dividas quanto a categoria 7. De acordo com a teoria
de van Hicle. a classe de inclusdo ¢ uma relagiio entre conceilos ¢ seus
atributos ¢ portanto estaria no terceiro nivel. Mas de acordo com scus
resultados, este cra a categoria mais dificil. (O modelo reduzido de van Hicle
resolve este problema). Como ji era esperado, cles descobriram que a
porcentagem de criangas respondendo corretamente num determinado nivel
aumenta com o nivel da turma daquela série escolar (maturidade,
experiéncia, ou ambos?) mas diminuia conforme o nivel da séric aumentava,

Outra utilizagiio tipica do modelo da van Hiele tem sido as pesquisas
realizadas no ambiente de aprendizagem Logo. Os fundamentos deste tipo
de pesquisas estdo baseados em dois aspectos:

* A nccessidade de cobrir a lacuna curricular entre o nivel da
Geometria da escola elementar ¢ o nivel necessario para a aprendizagem da
Geometria no sccundirio; aqui as sequéncias instrucionais bascadas no
modelo de van Hiele parecem se adequar bastante bem.

* O fato de que o Logo pode ser usado como um ambiente de
aprendizagem geométrico de alto nivel ¢, portanto, tem o potencial de ser a
base em que esta ponte necessaria pode ser construida.
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A questdo geral ¢é se as experiéncias de aprendizagem com Logo
podem acelerar o desenvolvimento da crianga através dos niveis de van
Hicle, Por exemplo, Scally (1986, 1987) usando uma abordagem clinica com
entrevistas, pré-testes ¢ pos-testes com grupos experimentais ¢ de controle,
investigou como o ambiente Logo pode fornecer experiéncias do segundo e
terceiro niveis de van Hicle para,alunos do primeiro ano secunddrio partindo
no curso de Logo do primeiro ¢ segundo niveis. Seu trabalho envolvia o
desenvolvimento de uma definigao operacional dos niveis de van Hiele para
o conceito de fingulo, como base para as entrevistas dos alunos. Ela analisou
o desenvolvimento dos alunos dentro de cada nivel ¢ entre os niveis ¢
descobriu que os alunos com a experiéncia Logo desenvolveram-se mais do
que o grupo de controle.

Ludwig ¢ Kicren (1985) investigaram, além da questio acima, uma
questio mais simétrica, isto é as interrelagbes entre o conhecimento
geométrica construido de acordo com o modelo de van Hicle ¢ a utilizagio
do Logo. Eles filmaram o comportamento dos alunos da sétima série
enquanto aprendiam transformagdes geométricas usando o Logo. A analise
das fitas de video mostraram uma interrelagdo positiva: A experiéncia da
utilizagio dos procedimentos Logo como instrumentos de pensamento para
representar idéias geométricas parece facilitar o descnvolvimento de idéias
geométricas do primeiro nivel para o scgundo nivel de van Hicle.

A Visualizagdo no fixemplo 3D <= 2D

Visnalizagdo geralmente se refere a habilidade de representar,
transformar, gerar, comunicar, documentar ¢ refletir sobre informagio
visual. Fischbein (1987) ao analisar a visualizagio, afirmou que “muito
freqiicnicmente o conhecimento intuitivo ¢ identificado com a representacio
visual. E uma afirmativa trivial que nos tendemos naturalmente a pensar em
lermos de imagens mentais ¢ que aquilo que ndo conseguimos imaginar
visualmente ¢ dificil de perceber mentalmente.” (pag. 103). Ele continua
argumentando que

a representagdo visual contribui para a organizagdo da informagio em
representagbes sinopticas e desta forma, constitui um fator importante
da globalizagio. Por outro lado, a concretude das imagens visuais ¢
um fator essencial no estabelecimento do sentimento de  auto-
cvidéncia ¢ mediagio. Uma imagem visual ndo apenas organiza os
dados disponiveis cm estruturas significativas mas ela também ¢ um
fator importante na orientagio do desenvolyimento analitico de uma
solugdo. (pag, 104).

Exist¢ uma concordincia geral de que a visualizagdo ¢ imporiante
ndo apenas pelo seu proprio valor, mas também por que o tipo de processos
mentais envolvidos sdo necessarios em (e podem transferir-se para) outras
arcas da matematica (veja Bishop, 1989), Esta concorddncia geral
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fundamenta a linha de pensamento expressa por Fischbein, sendo
especialmente relevante, € claro, @ Geometria, na qual os clementos visuais
formam alguns dos "blocos de construgiio.” Bishop (1983) fez uma distingfio
entrc "a habilidade de processamento (HP)" e a "habilidade para
interpretagdo de informagdo figurativa (HIFI)." Ele descreveu HP como
cnvolvendo "a visualizagio ¢ a translagio das relagbes abstratas e
informagbes ndo figurativas para termos visuais" (pag. 184). Se nos
seguirmos a diferenciagio de Bishop. nds podemos classificar rigorosamenic
as pesquisas sobre visualizagio em investigagdes do processamento visual do
propric dominio visual ¢ em investigagbes do processamento visual dos
dominios nio visuais.

Neste artigo, nos estamos preocupados com a visualizagdo em relagdo
a aprendizagem da Geometria, que em certo sentido ¢ um processamento
visual do proprio dominio visual, Nesta segio, nos rediscutimos o papel da
visualizagio nos processos de aquisicdio de conceitos ¢ em pProcessos
geométricos de niveis mais elevados. Para uma revisio sobre a propria
visualizagio ¢ a relagdo cntre a visualizagdo ¢ a cducagiio matemitica em
geral, veja Bishop (1980, 1989),

Na tentativa de investigar como o espago ¢ percebido e interpretado
pelos individuos, os pesquisadores utilizam uma ampla variedade de tarefas
visuais ¢ medidas, tais como a relagio bivalente entre os objetos
tndimensionais (3D) e suas representacoes bidimensionais (2D), dobraduras
de papel ¢ a descoberta de figuras planificiveis. Em particular, a
transformagio 3D <=> 2D (que ¢ uma habilidade extremamente necessiria
4 aprendizagem da Geomelria ¢ as suas aplicagdes) tem atraido muitos
pesquisadores (Ben-Chaim, Lappan & Houang, 1985; Bessot & Eberhard,
1986, Bishop, 1978, 1979; Burton, Cooper & Leder, 1986; Cooper &
Sweller, 1989; Gaulin, 1985; Mitchelmore, 1980a, 1980b, 1983:
Mukhopadhyay, 1987). Neste direcionamento, o desenho dos objetos 3D tem
sido investigado extensivamente ¢ sérias dificuldades tém sido apontadas,
Por exemplo, Mitchelmore (1980a) definiu niveis de desenvolvimento para
esta habilidade ¢ os utilizon para classificar os desenhos espontineos de
objetos tridimensionais das criangas. A maioria dos sujeitos estavam em
niveis bastante baixos. A pesquisa de Ben-Chaim, Lappan & Houang (1989)
¢ outro exemplo tipico deste tipo de trabalho. Eles investigaram a habilidade
de adolescentes comunicarem informagdes visuais usando a Tarefa de
Descrigdo de Construges que consiste na descrigdo de uma construgdo
formada por 10 pequenos cubos acoplados. A tarefa dos alunos era descrever
a construgdo para um amigo auseniec, As produgbes dos alunos foram
classificadas pelo modo de representagio (verbal, misto ¢ grifico). Os
resultados demonstraram que os alunos apresentavam grande dificuldades
em comunicar satisfatoriamente uma informagio visual. As varias tentativas
de descrever as construgoes 3D exemplificam os problemas que as criangas
possuem na representagio de objetos tridimensionais. A Figura | mostra
algumas das produgdes obtidas na pesquisa de Ben-Chaim et al. (1989). A
figura la demonstra a descobertas de Mitchelmore (1983) de que as criangas
apresentam  dificuldades na representagdo dec retas paralelas e
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perpendiculares. As figuras 1b ¢ lc exemplificam dificuldades que estdo
relacionadas a percepgdo de profundidade no desenho das vistas da
construcio. E interessantc notar que as descrigdes dos alunos estavam
aproximadamente igualmente distribuidas nos trés modos de representagdio.
Burton et al. (1986) descobriu numa tarefa semelhantc que a maioria dos
professores em formacio produziram descrigoes verbais.
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Figura 1. Desehhos de criangas de construgdes formadas por blocos (de
Ben-Chaim, Lappan & Houang, 1989, pag.: 132, 137 & 138, reimpressao
com permissio de KluwerAcademic Plubishers).

A diregiio contrdria - isto €, a interpretagio de desenhos de volta ao espago
tridimensional real - ¢ muito importante na nossa sociedade moderna, na
qual nds oblemos grande parte da informagio dec nosso ambiente
(ridimensional através de meios bidimensionais (jornais, revistas, fotos,
video, ftelevisiio, etc). Mas este direcionamento (em sido bem menos
investigado, A principal linha de investigagio nestc sentido tem sido
explicar como os alunos se¢ movem  dos desenhos bidimensionais aos
desenhos quase-perspectivos - considerados serem internalizados de modo
muito semelhante as visdes das estruturas tridimensionais reais (Metzler &
Shepard, 1974). Foi descoberto que esta translagdo também ¢ muito dificil
(veja por exemplo, Ben-Chaim, Lappan & Houang. 1988). Burton et al.
(1986) descobriu que na interpretagio. o8 professores em formagio
preferiram descrighes visuais das estrutumy 3D is descrigoes verbais.

O computador veio introduzir uma dimensio dindmica as pesquisas
sobre visualizagio pois as representagoes das figuras 3D ¢ 2D sobre o
monitor podem ser manipuladas ¢ transformadas de multag manciras, Além
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disso, o computador permite gue o pesquisador examine micro-estagios do
comportamento do aluno. Por excmplo, Osta (1987) usou dois programas
comerciais: o MacSpace, no qual podem ser executadas operagies sobre o
objeto 3D representado sobre a tela ¢ o MacPaint no qual podem ser
excculadas operagdes apenas sobre desenhos figurativos 2D. Ela criou
sequéncias instrucionais de situagdes problema em que os alunos tinham que
modificar as transformagées 2D executadas sobre os designes figurativos
para gerar as transformagdes 3D executadas sobre o objeto representado, ¢
vice-versa. O computador apresentava algumas condigdes que forcavam ¢
aluno © usar propricdades geométricas dos objetos ¢ ndo apenas as
informagdes perceptivas, Osta analisou as estratégias de solugdo de alunos
da 8% série ¢ do 1" ano sccunddrio ¢ descobriu que clas tendiam a ser
desenvolvimentais. No inicio, o trabalho dos alunos era local, lidando com
pequenas paries da figira como um todo e resolvendo o problema apenas por
meios perceptivos. Com a experiéncia em tais situagbes de resolugio de
prot'smas ¢ conforme progrediam nas sequéncias instrucionais, os alunos
comegavam a considerar critérios mais globais ¢ percebiam que os meios
perceptivos eram ineficientes ¢ que, portanto, era melhor usar propricdades
geomciricas dos objetos 3D,

Este tipo de pesquisas 3D <=> 2D levantou questdes tais como: ?

* Quais sdo os fatores que influenciam a descrigdo ¢ a interpretagiio
dos desenhos de figuras 3D?

* Estas habilidades de visualizagio podem ser adquiridas ou
melhoradas através de treinamentos explicitos?

* Caso afirmativo, o que deveria ser incluido no curriculo, ¢ como
devenia ser ensinado?

Em relagiio a primeira questdo, existem muitas evidéncias de que os
fatores culturais, a experiéncia ¢ a familiaridade com as convengdes de
transformagio de figuras 3D em suas representagbes 2D ¢ vice-versa
possuem efeitos considerdveis no desenho e interpretagdo das figuras 3D. Os
irés fatores cstio acoplados: as convengdes podem ser consideradas como os
clementos da “linguagem" formulados pela cultura para expressar ¢
representar o espago.  Adquirir experiéncia é adquirir mais “efcitos”
culturais. Mas diferentes pesquisadores relacionam estes fatores de forma
diferente. Os estudos de Mukhopadhyay (1987) fornecem um exemplo de um
efeito cultural ¢ da experiéncia. Ela realizon uma experiéncia numa situagio
livre de nossas convengdes usuais. Ela entrevistou criangas entre 8 ¢ 12
anos. vivendo isoladas na india que ndo tinham tido quasc nenhuma
escolaridade ¢ que ndo tinham sido expostas as convengdes de representagio
comuns da cultura ocidental dos objetos solidos que foram apresentados as
criangas. Ela descobriu que sua habilidade de representagio visual cstava
relacionada ao seu treinamento profissional no tipo de ocupagio tradicional
de seu grupo familiar em sua cultura. Desta forma, as criangas das familias
que  trabalhavam  com cerimica ¢  portanto, com  sélidos
ridimensionais,produziram representagdes de  objetos 3D muito  mais
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complexas do que as criangas das familias de agricultores ¢ das familias de
teceldos. (vide Figura 2).
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Figurn 2, Representagoes de solidos 3D por criangas de familias com
diferentes tradigbes profissionais (de Mukhopadhyay, 1987).

Existem muitos outros estudos inter-culturms que  demonstram
diferengas culturais (por exemplo, Bishop, 1978, Mitchelmore, 1980a).
Mitchelmore argumenta que estas diferengas "refletem diferengas inter-
culturass nas  atitudes om relagdio ao uso de modelos espaciais no
pensamento” (pag. 205) e que esta atitude ¢ parcialmente revelada pelo
"grau de énfase geométrica no curriculo escolar de matemitica” (pag 205)
Nilo existe nenhuma outrn conclusdo envolvendo os efeilos da experiéncia
(fora ou dentro da escoly) ¢ da familiaridade com as convengics
Geralmente, o eleito de ambos ¢ considerado ser positivo, mas existem
contra-cxemplos. Por exemplo, Mitchelmore (1983) apresenton evidéncias
de que os erros de desenho persistem mesmo quando as criangas estio muito
lamiliarizadas com as convengoes usuais. Burton et al. (1986) mostron que,
0s mesmos tipos de dificuldades cncontradas por Ben-Chaim et al (1989)
persistem nos adultos a despeito do aumento de sua expenéncin (cmbora
desestruturada).

A pesquisa apresentada lovanta ainda uma segunda questio: Em que
medida uma intervengdo direta do ensino pode melhorar o habilidade de
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transformagdo 3D<=>2D? Esta questdo é importante (Gaulin, 1985) mas
nem um pouco simples. Bishop (1989) cita Lean sobre o efeito de que estas
"habilidades visuais (cnvolvidas nas HIFls) sdo ensindveis desde que sejam
fornecidas experiéncias apropriadas” (pag. 12).

Trabalhos de pesquisas (tais como os de Osta, 1987) 1&m fornecido
exemplos de experiéncias de aprendizagem através das quais as criancas
atingiram  descnvolvimentos  significativos  da  habilidade de
transformagdo 3D <=> 2D. Mas existem evidéncias que mostram que o
efeito das intervengdes de ensino é limitado. Por exemplo, Ben-Chaim et al,
(1988) investigaram o efeito do ensino direto. A unidade de ensino oferecia
experiéncias concretas com construgdes cibicas ¢ suas representagdes em
desenhos 2D. Os pesquisadores concluiram que "da quinta i oitava séries, os
alunos sc beneficiaram consideravelmente com o ensino, ¢ que o ganho
(desenvolvimento) foi similar para meninos ¢ meninas, a despeito de
diferengas iniciais destes dois grupos”(pag. 51). Mas apesar do médulo de
ensino incluir representagoes ¢ familiarizagio com as convengdes do
desenho de figuras 3D e interpretaghes, o descmpenho dos alunos nos
mesmos tpos de itens ainda estava apenas moderadamente correto.

A tercetra questdo - o que incluir no curriculo ¢ como isto deve ser
cosinado também parece ser crucial. A Seguir apresentaremos algumas
lentativas de lidar com esta questdo. Nos Paises Baixos uma nova Unidade
Visual foi desenvolvida. Sua fundamentagio era de que as situagdes de
ensino  demonstradas pelos professores ou pelos livros didaticos (que
estavam bascadas em habilidades de transformagdes 3D <=> 2D) geralmente
530 restritas a procedimentos de desenho csleyeotipados (nossas convenges
usuais?) e que deviam ser ampliadas, incluindo uma Compreensio mais
critica dos procedimentos de desenho e interpretagio (Godijn & Kindt,
1985). O curriculo proposto utiliza muitos tipos dc técnicas: comparagdes
entre proximo e distante no mundo real ¢ pequeno € grande no desenho,
pontos de fuga ¢ horizonte, empacotamento de objetos. linhas ocultas, linhas
de fuga, sombreamento&projeciics, imaginar a si mesmo estando e algum
lugar sugerido, vistas de frente, laterais, de cima, elc.

Outro projeto de estilo holistico, que vai bem além do exemplo
2D <=> 3D, ¢ o Projeto Agam (Razel & Eylon, 1986). E um programa
basico ¢ bastante geral sobre educagio visual para criangas de 3 a 7 anos de
idade. Sua fundamentagiio é de que dentro do curriculo regular da cscola,
ndo ¢ feito nenhum esforgo sistematico para desenvolver as habilidades
visuais a despeito de sua importincia. Este projeto objetiva preencher esta
lacuna ensinando sistematicamente conceitos visuais basicos que podem ser
usados como uma base para o desenvolvimento de uma linguagem visual.
Um cuidadoso estudo, ainda cm processo, acompanhando a implementagio
do Projeto Agam ji mostra uma melhoria significativa tanto das habilidades
visuais quanto do conhecimento geomélrico,

A discussio anterior  sobre visualizagio ¢ o exemplo
3D <=> 2D estiio relacionados aos aspectos positivos da visualizagio. A
unica critica que entra em discussio cnvolve as convengdes culturais, O
valor de utilizar convengdes como clementos de linguagem na comunicagio
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de informagio visual tem dois lados. De um lado, nés precisamos destes
clementos "linguisticos” para nos comunicar ¢ para o desenvolvimento do
pensamento visual posterior, Portanto, sempre existem esforgos de criar mais
clementos linguisticos para representar o mundo fisico ¢ para o
processamento da informagio visual. A linguagem visual no Projeto Agam ¢
um exemplo deste esforgo; outro exemplo ¢ a Notagio de Movimento criada
por Eshkol ¢ Wachman (1973), que ¢ a linguagem do movimento do corpo
humano no mundo 3D. Por outro lado. em cada desenvolvimento linguistico
existe alguma arbitrariedade. Os  desenvolvimentistas  (individuos ou
culturas) escolhem (criam) os “blocos de construgio” da "linguagem" mas
esta escolha ndo ¢ a unica possivel na construgio de uma linguagem
envolvendo uma certa habilidade. A utilizagdo de um nimero limitado de
clementos linguisticos fixos pode, desta forma, colocar algumas limitagoes
no desenvolvimento desta habilidade. Um exemplo extremado da reagdo a
este "sentimento de limitagdo™ ¢ o trabalho de artistas que romperam as
fronteiras das convengdes visuais aceitas em seu tempo ao longo dos anos.

Além das limitagdes visvais induzidas pelo uso de convengdes
resultantes da cultura, existem ainda limitagbes visuais induzidas pelas
mentes individuais, tais como limitagdes perceptivas. Estas limitagdes serdo
discutidas nas proximas segoes.

(‘onceitos Geométricos Basicos e Relagoes

Nos incluimos neste titulo os aspectos cognitivos dos processos de
aprendizagem de conceitos geométricos basicos (por exemplo: #dngulos,
(ridngulos, quadriliteros). interrelagdes tais como inclusdo de classes,
conceitos de alto nivel (como os exemplos de semelhanga ¢ simetria) ¢
mensuragoes geométricas,

Conceitos Basicos

Tem havido uma consideravel discussdo nos encontros do PME sobre
a distingiio entre o Conceito - o conceito como decorre de sua definigdo
matematica - ¢ a lmagem Conceitual - o conceilo como esta refletido na
mente individual; isto €. o resultado dos processos mentais de formagio do
conceito (Vinmer, 1983). O objetivo das pesquisas ¢ acompanhar o
desenvolvimento da Imagem Conceitual na mente individual (ou em uma
determinada populagiio), onde o conceito fornece um sistema de referéncia
contra o qual este desenvolvimento ¢ comparado ¢ examinado (confrontado).
Para compreender melhor como os alunos constroem as imagens conceituais
geométricas ¢ os fatores que influenciam este desenvolvimento, ¢ necessirio
uma analise dos conceitos ¢ de sua estrutura matcmatica. Boa parte da
estrutura dos conceitos basicos pode ser considerada como conjungdo. Por
exemplo, um tridngulo isésceles pode ser visto como uma conjungio (E) dos
scguintes atributos relevantes: (i) um tridngulo (ii) ter dois lados (iii) que sdo
igunis. (Um tridngulo também ja ¢ uma conjungdo. mas no estagio em que
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nos geralmente definimos tridngulos isosceles, ele ja ¢ considerado uma
entidade). As interrelagdes matematicas entre os elementos de um conceito
matematico podem ser descritas no esquema mostrado na figura 3.

Figura 3. Interrelagdes entre os clementos conceituais.

O conceito ¢ derivado de sua definigdo matemitica ¢ desta forma, possui
atributos relevantes (criticos) - aqueles atributos que devem ser satisfeitos
para termos um exemplo positivo do conceito - ¢ atributos nio criticos -
aqueles atributos que apenas alguns dos exemplos positivos possucm, A
propria definigio verbal geralmente inclui um subconjunto minimo dos
atributos relevantes suficientes para definir o conceito. A definigio portanto
pode ser considerada como um critério para instincias de classificagio entre
excemplos conceituais positivos ou negativos. Os exemplos negativos (os
contra-exemplos) que sio relevantes para o ensino ¢ para as pesquisas sobre
a formagdo do conceito sdo agueles que possuem alguns, mas ndo (odos o0s
atributos relevantes. Outra caracteristica estrutural pode ser chamada de
"movimento de oposi¢io a interrclagdo de inclusdo” (Hershkowitz, 1987,
pag. 240) entre os conjuntos de exemplos (conceitlos por si mesmos) de um
lado. ¢ seus conjuntos de atributos, de outro. Por exemplo, o conjunto dos
quadrados esta incluido no conjunto dos paralclogramos, que cstd incluido
no conjunto dos quadriliteros. Mas sc analisarmos os conjuntos de atributos
criticos de cada um dos conjuntos anteriores, nds obtemos uma interrelagio
de inclusdo na direg@o oposta,
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Além das caracteristicas estruturais anteriores, que nio 8o exclusiviy
40s conceitos geométricos, os exemplos, 0s contra-exemplos relevantes ¢ o8
atributos dos conceitos basicos na Geometria sdo todos entidades visuais
Esta caracleristica fornece um sabor de concretude, que lhes da uma
vantagem como tema para pesquisas psicologicas sobre formagio de
conceitos (veja a revisdo sobre formagdo de conceitos matematicos cm geral
feita por Sowder. 1980). Este tipo de pesquisa geralmenic investigh uma
cadeia (ou cadeias) na estrutura acima. que sdo comuns a formagho de
conceitos em geral,

Nossa preocupagio aqui 40 08 Processos Cognilivos que caractenzam
a construgdo dos proprios conceitos geométricos basicos. Esta claro que a
despeito do fato de que eles possam ser facilmente definidos estruturalmente
em termos de atributos, exemplos ¢ contra-exemplos, ¢ assim por diante,
como fizemos acima, cstes termos nio sfo suficientes para descrever o
desenvolvimento cognitivo das imagens conceituais da mente. Vamos
descrever algumas caracteristicas principais deste desenvolvimento que ém
sido sugeridas através dos resultados de pesquisas.

() I'enémeno de Formagao de Prototipos

Vinner ¢ Hershkowitz (1983) ¢ Hershkowitz, Vinner ¢ Bruckheimer
(1987) investigaram as imagens conceituais de conceilos geomeétricos
basicos de criangas da 5a. 4 8a. séries ¢ de professores. Os conceitos e tarefas
cram amostras retiradas do “silabdrio” da escola clementar. Os
pesquisadores descobriram que cada conceito possui um (ou mais) exemplo
prototipo que sdo forjados inicialmente ¢ portanto existem na imagem
conceitual da maioria dos sujeitos. Os exemplos-protétipos geralmente sdo o
subconjunto de exemplos que possui "a maior listagem" de atributos - todos
o8 atribulos criticos do conceito ¢ mais ainda aqueles atributos (ndo-criticos)
cspecificos que possuem fortes caracteristicas visuais: por exemplo, o
tridngulo-retingulo com dngulo reto em orientagio vertical, os lados ¢
dngulos iguais do quadrado como exemplo de um quadrilitero, a altura
interna de um trifingulo ¢ as diagonais internas de um poligono. Estas
descobertas estio de acordo com outros estudos (veja em particular, Rosch &
Mervis. 1975, que investigaram intensivamente o fendmeno de formagdo dos
modelos prototipos num contexto nfio geométrico). Além disso, Vinner ¢
Hershkowitz descobriram que mesmo cm  conceilos  instantancamente
formados, onde um conccito inventado cra apresentado através de uma
definigio verbal sem apresentar nem mesmo um exemplo, os sujeilos (alunos
¢ professores) produziam basicamente 0s mesmos exemplos prototipos.

O prototipo ¢ a basc para julgamentos “"prototipicos”, Para cada
conceito, os individuos usam o exemplo protdtipo como modelo em scu
julgamento de outras instincias. Fischbein (1987) chamou este tipo de
julgamento de "a natureza paradigmatica do julgamento intuitivo® (pag.
143), Os cstudos de Wilson (1986) ilustram tais julgamentos
paradigmaticos. Ela investigou "as interrelagoes entre as definigbes das
criangas de retdngulos ¢ suas cscolhas de exemplos” (pag. 158), solicitando
que os sujeitos definissem o conceito. identificassem exemplos conceituais
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adicionais ¢ reagissem a algumas afirmativas envolvendo o conceito. Ela
descobriu que os alunos escreviam definigoes que eles ndo aplicavam quando
escolhiam exemplos ou quando rcagiam as afirmativas. A cscolha de
exemplos dos alunos estava baseada mais em seus proprios protétipos do que
cm suas proprias definigtes.

Existem 2 tipos de julgamentos prototipicos (Vinner & Hershkowitz,
1983):

Tipo I. O exemplo protdtipo ¢ usado como um sistema de
referéncia ¢ o julgamento visual ¢ aplicado a outras instincias
(primeiro nivel de van Hiele). Por exemplo, na construgiio da altura
dec um determinado tridngulo, as criangas falham ao desenharem
exciplos de alturas que contradizem sua imagem conceitual
protdtipa de uma altura inferna ¢ acabam desenhando alguns
scgmentos internos do tridngulo que ndo correspondem 4 definigio de
altura,

Tipo 2, O exemplo protdtipo ¢ usado como um sistema de
referéncia. mas o sujeito bascia seus julgamentos nos atributos
proprios do protétipo ¢ tenta impor esles atributos a outros exemplos
deste conceito. Quando isto ndo funciona, o sujeito simplesmente niio
aceita a figura como um exemplo do conceito. Por exemplo: "Todas
as figuras, exceto o quadrado, ndo sio quadriliteros porque clas
podem ter lados iguais, mas clas ndo possuem fngulos iguais.” Este
tipo de resposta. em certo sentido, ¢ analitica (segundo nivel de van
Hicle) mas representa um comportamento erroneo,

O fendmeno do protétipo ¢ o julgamento prototipico parecem ser
fundamentalmentc  um  produto de  processos vismais. Os  atributos
irrelevantes do prototipo geralmente possuem fortes caracteristicas visuais
(um forte apelo visual) ¢ desta forma cles sdo atingidos primeiro e entio,
passam a atuar como perturbadores. Outro tipo de julgamento sera discutido
no proximo pariagrafo,

Aspectos Analiticos. Existem evidéncias de que a formagdo dos
conceitos geométricos €, pelo menos parcialmente, um resultado de aspectos
l6gico-analiticos. Alguns exemplos destas evidéncias sdo as seguinlces:

¥ Julgamento Tipo 3. Além dos dois tipos de julgamento
prototipico mencionados acima, o julgamento analitico correto
também ¢ comum (Hershkowitz & Vinner, 1983) Este tipo de
raciocinio estd baseado nos atributos criticos do conceito. Por
exemplo. a Figura 4 "ndo ¢ um quadrilitero porque ndo ¢ fechada,
portanto nio ¢ um poligono, ¢ todo quadrilatero ¢ um poligono." A
frequéncia deste tipo de raciocinio. que também demonstra uma
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compreensdo da estrutura de inclusio de classes, € bastante baixa na
5a. séric mas cresce dramaticamente da 5a. para a 7a. série. Ao
mesmo tempo, a frequéncia do julgamento visual (Tipo 1) ¢ baixa
mas ndo desaparece completamente mesmo entre professores, e a
frequéncia do julgamento prototipico (Tipo 2) diminui ¢ desaparece
por completo entre os professores,

>

Figura 4. Figura para tarcfa de julgamento:
Quadrildtero ou Nio, Eis a Questio!

* O numero de atributos relevantes na estrutura conjuntiva (e)
do conceito possui um cfeito significante sobre o desempenho nas
tarclas (Hershkowitz, 1989),

* As criangas, pelo menos da 5a. séric em diante, podem
construlr imagens conceituais corretas ¢ bastante ricas através de
cstratégias analiticas. Por exemplo. quando a definigiio do conceito ¢
dada verbalmente ¢ solicitamos que os sujeitos a utilizem para
identificar ou construir exemplos do conceito, ou quando o0 novo
conceito ¢ formado através de uma seqiiéncia de exemplos positivos e
negativos do conceito na qual a aprendizagem por tentativas ¢ erros ¢
modificada através de um feedback imediato, conduzindo a testagem
das conjecturas ¢ portanto, & descoberta dos atribulos criticos
(Hershkowitz et al., 1987; Wilson, 1986).

Existe alguma cvidéncia de que a construgdo da Imagem Conceitual
s¢jn uma mistura de processos visuais ¢ analiticos. Por exemplo, o
comportamento dos sujeitos mudam de um conceito para outro: alunos ¢
professores que demonstraram um comportamento analitico (Tipo 3) numa
tarefa sobre quadrilateros, falharam ao identificarem triingulos retingulos
nado-prototipicos.

Existem outras caracteristicas da construgido dos conceitos basicos,
tais como:

Uma ordem hierdrquica na elaboragio dos exemplos
conceituais (partindo de exemplos protétipos ¢ continuando aos
demais através de processos visuais ou processos analiticos ou ambos)
comuns a loda a populagio ¢ processados com a experiéncia.

Existem diferentes tipos de padrdes de conceitos erroncos
dentro de uma mesma populagio: (a) conceilos erréneos que
persistem - que possucm 0 mesmo padrio de incidéncia geral de uma
séric para a séric seguinte, ou ainda, entre alunos, professores em
formagdo ¢ professores em exercicio (por cxemplo: a falha na
identificagdo de tridngulos retingulos ndo prototipos). (b) conceltos
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ervdncos que diminuem - com a construgio do conceito conforme
podcriamos csperar (por exemplo. a redugio da frequéncia do
Julgamento Tipo 2): ¢ (€) conceifoy errineos que aumentam - Com i
construgdo do conceito. que sdo desenvolvidos com o processo de
aprendizagem (por exemplo: a imagem conceitual da altura de um
triangulo como um segmenlto interno).

Implicagoes para o lunsing

As criangas sc apropriam dos conceilos geométricos basicos ou de
uma mancira estruturada  através das experiéncias  de  aprendizagem
escolares ou de mancira ndo estruturada através de sua vizinhanga. pais.
jogos. clc. As principais caracieristicas das cstratégias de ensino nestas
situagoes sdo: (a) falta de completude. na qual apenas parte dos cxemplos ¢
atributos sdo apresentados: (b) falta de consciéneia. como também anséncia
do conhccimento da existéncia de clementos adicionais (Hershkowitz et al .
1Y87) por parte do professor ou alé mesmo dos livros didaticos (ou material
didatico); (c) falta de consciéncia das dificuldades do aluno ¢ dos conceitos
crroncos na construgio destes conceitos: ¢ (d) generalizagio dos atributos do
conceito (definigoes) realizada (se tanto) pelo professor ou pelo material
pedagogico. com o aluno sendo visto meramentc como um simples receptor
PASSIVO

Como noés podemos melhorar o ensino dos conceitos peomelricos
bisicos? Desciamos, ¢ claro. que os alunos desenvolvam  habilidades
analiticas ¢ que bascicm seus julgamentos nos atributos criticos (definigoes)
¢ que se conscientizem dia incompletude ¢ das concepgoes crroncas do
maciocinio  geométrico  decorrenies do proprio pensamento  visual,  As
estratégias  analiticas  que  foram  mencionadas  acima  podem  ser
cstimuladoras na construgdo do pensamento  analitico ¢ ndo devemos
subestimar as hablidades analiticas dos alunos. Estas cstratégias. em que os
atributos criticos ¢ os exemplos positivos ¢ negativos (os crros dos alunos
podem ser usados para gerar exemplos negativos relevantes) sio utilizados
em diferentes ¢ ricas formas, sio também muito uteis na cducagdo de
professores em servigo (Hershkowitz et al. 1987). Mas ndo devemos utilizar
estas estratégias muito cedo, porque as criangas nos cstagios iniciais criam
as suas Imagens Conceituais basicamente visualmente,

Como a formagio de uma Imagem Conceitual visualmente limitada
pode ser prevenida neste estagio visual? As respostas i esta questio cobrem
uma variedade completa entre dois pontos de vista opostos, Um extremo,
como nos estudos russos (por exemplo: Zykova, 1969), tende a por a
responsabilidade na limitada experiéncia visual que nos oferccemos ao
alunos com os maleriais ¢ métodos utilizados ¢ considera que o
enrquecimento  da  experiéncia  visual ird prevenir totalmente  estas
limitagaes visuais. O outro extremo coloca a responsabilidade nas limitagoes
de nossa percepgio: isto ¢, os individuos imporiam suas limitagdes visuais
sobre suas imagens conceltuais, independentemente da riqueza dos exemplos
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com que cles trabalhassem c. desta forma, nds sempre (eriamos imagens
conceituais limitadas. NOs sugerimos quc a resposta possa ¢star entre cstes
dois extremos. Entretanto. nés teriamos ainda que fornecer um ambiente de
aprendizagem tdo rico quanto possivel ¢ bem melhor do que os ambicntes
proporcionados atualmente.

O cxemplo seguinlic mostra a contribuigdo quc uma inleragio
dinéimica com o computador podc ter na superagio do cfeito orientador sobre
a imagem conccitual. Shelton (1985) usou um programa de computador em
que criangas de 2 a 6 anos de idade formavam sequéncias aleatorias de
exemplos de triangulos isosceles ou triingulos retingulos de diferentes
formas ¢ em diferentes orientagoes. Apos 0 modulo de ensimo. a manoria das
criangas estava livie dos prototipos comuns de posigio dos tridngulos ¢
generalizaram a sua imagem conceltual de triangulos incluindo todas as
formas ¢ oricntagdes possiveis, Portanto, um ambicnte de aprendizagem rico
¢ dindimico pode superar limitagoes perceptivas. Soltwares  geométricos
como o Cabri Géométrie (Baulac., Bellemian & Laborde. 1988), onde uma
dada figura ¢ continnamente redesenhada quando o aluno a movimenta ao
redor de um de seus componenies tem um grande potencial para fornecer
Lns ambicntes.

Outra questio interessante envolvendo aprendizagem ¢ a interrelagio
entre © conceito ¢ seus atributos for levantada por Harns (1987). Ela
enstmiva cremgas sobre figuras  gecomctnicas usando atributos da vida
cotidiana. A énfasc. emao. moveu-se dos atnbutos reguliares para atributos
mens “iiers” (por excmplo. o atributo mins otil dos retangulos na fabricagio
de caixas de papelio ¢ que cles ladritham o plano), Como csta progressio
pode ser representadi nos processos de formagao de conceitos?

Loge e Concetos Creometricos Basicos

Uma questio mumto complexa ¢ Qual ¢ o eleito da programagio
numa “linguagem geométrica” como o Logo sobre a formagao de conceitos ¢
vice-versi? Ao estudar esta questio. nos lemos que considerar relagocs
s como  procedimento<-=figura.  figura<->procedimento c
subprocedimento<->subfigura (Hillel. 1986). As pesquisas 1I€m indicado que
o Logo podc ser usado como um mcio de projetar ricos ambienics
geométricos, onde as criangas possam aluar ¢ entio. com uni inlervengio
apropriada. vir a compreender uma variedade de idéias ¢ processos
envolvendo conceitos  geométricos de uma  mancira significativamente
pessoal (Hovles & Sutherland. 1989 Noss. 1987). As cnangas precisam de
oportunidades de se engajar e generalizagoes indutivas. torna-las explicitas
numa codificagio de programagio ¢ entdo aperfeigoa-las. Entrctanio. as
pesquisas 1ém indicado que as criangas tem tido dificuldades com a
interrelagio figura<->procedimento; clas ndo necessariamente usam idéias
ecomdétricas quando trabalham com a Geometria da tartaruga (Hillel &
Kicran. 1987. Leron, 1983a) Elas podem tornar-se confusas quanto ao giro
da tartaruga ¢ o angulo sem unsr intervengio pedagogica apropriada (Hoyles
21
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& Sutherland. 1989, Rouchicr. 1981). ¢ fregiicnicmente usam mais pistas
perceplivas do que analiticas (Kicran. Hillel & Erlwanger. 1986) Por
exemplo. Hovles ¢ Noss (1987b) wtitizaram um micromundo bascado no
ambienie Logo sobre  paralclogramos para anvestigar como os alunos
chegavam a1 compreender "i esséncia do paralclogramo”  atrmes  de
modificagoes do formalismo de um dado programa. Lles adentilicarm
diferengas entre as intuigoes inicins dos alunos ¢ suis defimgoes fomuns ¢
AOCUMENERIM s Maneiras como os alunos PrOICSSIMEnte se 1ormayam
conscienton (e peneralizavam das  mterrelagoes embebidis demtro do
procedimento parlelogrmo usando o Lopo Eles tamben apontarant s
Iterrelngoes  complesis  que existem entre o codigo simbolico (o
procedimento) ¢ a Ngar Mesmo quando o comporiunento do aluno
ACmOnsten i wma tnterrelagno. bem  proxumin. 1sto mio se divae num ninel
consaente. Parcee que o despento do potencial assumido da PrOZEMIO
i inguagem: geometrca no desemolvimento de conceitos dinanmcos ¢
gencralizados. o aluno possue grandes  dificuldades em modificar as
clementos de programagio ¢ scus produlos vIsmns. SCrEi necessaris THIN
PESGIISAS antes que possamos estabelecer conclusoes

Coneettos de to Nivel

Tem havido alguma pesquisa bastanie infensiva sobre concerios ¢
relagoes geométricos de alto nivel Nos citiremos trés exemplos

[~ Nimetria il

Gremer (1985 1987) imvestigon as concepgoes dos alunos sobre
stmetri axal emeoescolns de ensino medio Francesas i identificon
VAEECIs que aletme as magens coneeitms dos salunos [Loncepeoes) ¢ sen
desempenho e tarelas sobre simeten axel. Bl descobrin que i habihdade
de constron o magem de ome ponto stmples nao capacitt os alunos o
constnie G imagem deowoda a figeens Os o alunos wlilizam diforentes
procedimentos que lornecem 1espostas correlas APCIAS CHL CASOS CSPECENS
As Vi ers que afetim o desepenho nas tarefas sio. o orentigio do cisp
de simetri o posigio relatna entre diferentes partes da ligura ¢ o ¢ino
(enomeno protonipo) ¢ a idade das criamgas.

2 Vedidas

Existc um ponto de vista comum  sobre os estagios que a
aprenchizagem significativa da mensuragio peomctrica deve seguir:

A. Conservagdo da quantidade medida (comprimento, irea. volume).
B. O significado da unidade de medida ¢ da iteragio de unidades
(umdades arbi-trinas. umdades padronizadas. ulilizagao corrcta dos
instrumentos de medida); ¢

€ Desenvolvimento de formulas para calculo da quantidade medida.
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Figueras ¢ Waldegg (1984) usaram o lesie sobre medidas dos
Conceitos de Matemdtica ¢ Ciéncia Sccunddrios para avaliar
diagnosticamente os conceitos sobre medidas de alunos entre 11 ¢ 13 anos.
A intengdo cra utilizar esta avaliagdo como orientagdo para elaboragdo de
atividades de mensuragio. Eles descobriram que:

* A conservagdo da area ¢ muito mais ficil do que a conservagio de

volume ¢ até mesmo mais ficil que a conservagao de comprimento.

* Mais da metade dos alunos usavam as unidades incorretamente.

* Os processos de mensuragio (por exemplo: 0 uso de uma régua para

medir comprimentos) como uma iteragiio de intervalos iguais era feita

mecanicamente,

* A maioria das criangas encontrava as dreas e volumes contando as

unidades a despeito de sua experiéncia anterior com féormulas, mesmo

quando a contagem era muito mais complicada (por exemplo: no caso
de volumes onde as criangas tinham dificuldades na visvalizagdo das
unidades que ndo estavam visiveis).

* O desempenho nas tarefas de mensuragio caia drasticamente

quando os numeros envolvidos eram fragdes.

Figueras ¢ Waldegg desenvolveram ¢ implementaram atividades de
aprendizagem ¢ descobriram que a maioria das dificuldades acima inibiam
os processos de aprendizagem corretos. Eles argumentaram que "um sistema
de medida fixo ¢ introduzido muito cedo no curriculo da escola elementar,
criando, entdio, uma barreira para a compreensdo completa do conceito de
unidade” (pag. 99).

Maher ¢ Beattys (1986) examinaram o desempenho em tarefas de
resolugdio de problemas lidando com o conceito de drea num estudo clinico
de criangas entre 10 ¢ 14 anos de idade. A meta das tarefas cra orientar 0s
estagios de conservagiio ¢ de iteragio da unidade (Estigios A e B. acima).
Eles descobriram que os alunos "utilizaram a iteragio da unidade quadrada
como um esquema subjacente a descoberta da drea de uma figura regular,
mas ndo fizeram isto na medida de regides irregulares” (pdg. 168). A
maioria das criangas ndo aplicava o conceito de area ao descrever 0 tamanho
da regido, ¢ daquelas que o faziam, algumas expressavam suas respostas em
umdades lineares.

Douady (1986) desenvolveu sequéncias de ensino para 0 ¢nsino e
aprendizagem do conceito de drea ¢ observou sua implementagio em sala de
aula. A conservagdo era expressa pela movimentagio, corle em partes e
reconstrugio ¢ pela utilizagao de uma malha quadriculada (duas superficies
sobre a malha que incluam a mesma quantidade de quadrados possuem a
mesma area). Ela observon algumas cstratégias semelhantes as acima (por
exemplo: contagem de unidades e cstratégias lincares). Nas entrevistas, ela
observou e mesmo induziu conflitos de concepgdes. Estes conflitos
resultaram em mudancas de estratégias.

Como podemos perceber, os estudos anteriores lidam principalmente
com os Estagios A ¢ B, descritos anteriormente. E senso comum que
geralmente o ensino parte do meio do estagio B, com as unidades padrocs de
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medida de figuras regulares e que isto pode ser a razio dos alunos pareccrem
ndo compreender o conceito de mensuragio.

3 - Semelhanca
O Projeto de Matematica para o Ensino Médio desenvolveu ¢

implementou uma unidade sobre semelhanga, acompanhado de uma
pesquisa desenvolvida por Friedlander, Fitzgerald & Lappan, em 1984. O
conceito de semelhanga foi escolhido por que: (a) parece fornecer as criangas
imagens mentais concretas sobre proporgdes e (b) é considerado uma das
idéias mais basicas na compreensédo da Geometria das medidas indiretas, do
desenho em escala, dos modelos em escala e da natureza do crescimento. A
unidade fol aplicada ¢ seus efeitos foram investigados através de pré-testes,
pos-lestes © entrovistas antes ¢ depois de cada ctapa. "As entrevistas
indicaram as estratégias individuais ¢ os niveis cognitivos do pensamento
sobre semelhanga como resultantes do  ensino, A descoberta  mais
impressionante foi a auséncia de estratégias consistentes entre os individuos”
(pag. 127). As catcgorias das estratégias que foram encontradas
correspondem as classificagbes encontradas em outros estudos de raciocinios
proporcionais e dreas, por exemplo, estratégias aditivas, estratégias bascadas
na visualizacdo e estratégias baseadas em contagens. A estratégia mudava
dependendo dos numeros utilizados nas razdes. Um  micromundo
informatizado sobre o mesmo tema foi recentemente elaborado por Hoyles,
Sutherland e Evans (1989). As descobertas relatadas sfo similares as
encontradas nos pré-testes de Friedlander et al., como descritas acima, mas
nos pos-testes haviam evidéncias de uma apreciagio da necessidade de
estratégias consistentes; isto ¢, um reconhecimento de que estratégias
1dénticas sdio apropriadas dentro de uma determinada classe de problemas ¢
ainda que a cstratégia apropriada neste caso ¢ a multiplicagio. Esta
diferenca nos resultados das pesquisas pode ser interpretada como o
resultado do feedback visual imediato frente ds estratégias incorretas.

Nivels Supertores do Pensamento Geométrico - Conjecturas ¢ Provas

Como em outras dreas da Matemitica, os niveis superiores do
pensamento geométrico se relacionam ao processo indutivo da elaboragio de
generalizagdes. isto €, a elaboragio de conjecturas em todos os aspectos de
Jjustificativa (prova) das gencralizagoes.

Na abordagem tradicional do ensino da Geometria, o processo de
descoberta indutiva. formulado como conjecturas, cstd praticamente
negligenciado. Esta negligéncia cra um resultado do ensino clissico da
Geometria Euclidiana como o exemplo tipico (protétipo) de um sistema
dedutivo - 0 que tem udo uma séric de criticas (Balacheff, 1987b;
Freudenthal, 1971; Schoenfeld, 1986). Nas palavras de Freudenthal, "A
cstrutura dedutiva da Geometria tradicional nunca chegou a ter um
desempenho pedagégico convincente... Ela falhou porque sua dedutividade
ndo pode ser reinventada pelo aprendiz, mas apenas imposta” (pag. 417-
418).
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Ha uma concordincia de que a falha dos alunos na reinvengdo das
provas (quarto nivel de van Hicle) ou até mesmo em esquemas mais amplos
de um sistema dedutivo possui duas causas principais: (a) o sistema logico,
da maneira em que geralmente é ensinado, "fornece apenas o resultado final
da descoberta matemitica ¢ falha completamente em fornecer ao aprendiz
uma visao dos processos em que as descobertas matemiticas sdo produzidas”
(Skemp, 1971, pag. 13); ¢ (b) o aprendiz ndo possui a maturidade logica
para experimentar ou se conscientizar da necessidade das provas (BalachefT,
1987b). Atualmente, ¢ senso comum de que as descobertas empiricas ¢
indutivas na Geometria sio necessirias por que (a) elas introduzem um
aspecto de descoberta; (b) pela percepgdo da generalizagio como uma
conjectura em si mesma, o aprendiz sente a necessidade de provar aquilo
que cle ou cla tenha conjecturado como verdadeiro: e (c) experiéncias
indutivas sio a base intuitiva sobre a qual a compreensdo ¢ a geragdo de uma
prova dedutiva podem ser comstruidas. Schoenfeld (1986) expressou cste
ponto de uma mancira mais simétrica, afirmando que "a fundamentagiio
sobre a qual o desempenho geométrico estd bascado inclui tanto
competéncias indutivas  quanto dedutivas" (pag.  226). As pesquisas
cognitivas cstio tentando investigar a validade das crengas CXpressas
anteriormente ¢ levantam questoes tais como:

I. "Como os alunos fazem a transigio do especifico para o geral em
Geometria? (Yerushalmy, Chazan, Gordon & Houde. 1986)

2. "Como os alunos formalizam suas hipoteses ¢ generalizagtes?"
(Yerushalmy et al., 1986)

3. Os alunos sentem a necessidade de justificar as conjecturas que
cles tenham estabelecido?

4. Quais sio os processos ¢ dificuldades que os alunos tém nas
provas?

5. "Quais sdo os sentimentos dos alunos quanto ao papel da prova e
quanto a sua validade?" (Fischbein & Kedem, 1982)

6. "Quais sd30 os conicxtos em que uma prova malemitica pode
-parccer como sendo um instrumento eficiente ¢ relevante na
resolugiio de problemas que as criangas (enham reconhecido desta
forma?" (Balachefl, 1987b)

Processos Conjecturais e Processos Dedutivos

O microcomputador estabelece uma nova dimensio s pesquisas ¢ a0
cnsino da habilidade de fazer conjecturas ¢ de seu valor pedagogico.
Softwares como o Cabri Géométric (Baulac et al., 1988) ¢ o Geometric
Supposer (Schwartz, Yerushalmy & Educational Development Center, 1985)
criaram um poderoso ambiente de aprendizagem para descobertas indutivas
cm Geomelria, que podem ser formuladas fazendo conjecturas. Por exemplo,
0 Geomelric Supposer permitc que os usudrios desenhem elementos
peomctricos. fagam medidas nestas construgbes e mais importante, repitam
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estas construgbes sobre figuras aleatorias ou sobre figuras construidas pelos
proprios usuarios. Neste ambiente de aprendizagem, os alunos se engajam
"em atividades significantes de construgdo da Matemdtica ¢ geragio de
hipoteses” (Yerushalmy et al., 1986, pag. 184). Yerushalmy e seus colegas
investigaram as trés primeira questoes anteriores. Eles afirmaram que usar
este ambiente "requer um considerdvel planejamento do professor e esforgo
durante todo processo tanto do professor quanto dos alunos pois exige que
cles assumam uma boa parte da responsabilidade de sua aprendizagem"
(pag. 187). Eles descobriram que usando o Supposer: (a) alunos do
secundario (com baixo nivel de habilidades) eram capazes de pensar sobre
uma figura (uma construgfio) em termos dindmicos ¢ de vé-la como um
representante de toda uma classe, (b) ndo era ficil para os alunos, fazer
conjecturas ("encontrar padrdes em scus dados ¢ expressar estes padroes em
termos gerais,” pag. 188), e () os alunos sentiam a necessidade de justificar
suas generalizagoces.

' O estudo de BalachefT (1987b) ¢ um exemplo de pesquisa e de ensino
que toma a visdo unificada de que a conmjectura ¢ a prova sdo estigios
necessarios dos processos pessoais ¢ tenta definir contextos em que esies
processos possam parccer relevantes a resolugdo de problemas (questdo 6,
anterior). Ele construiu uma situagdo de aprendizagem claborada como “um
processo didatico em que alunos - de cerca de 12 aros de idade - irdo
descobrir, entdo formular como uma conjectura ¢ finalmente provar que a
soma das medidas dos trés dngulos de um tridngulo ¢ 180° (Balacheff,
1987b, pag. 8). No inicio, os alunos mediram os dngulos dc muitos
triangulos e compararam scus resultados. Entdo, cada aluno tinha que
predizer a soma dos mesmos triingulos e comentar sobre as possiveis
discrepincias entre as predigbes ¢ os resultados das medidas. A ctapa
seguinte era o nascimento de uma conjectura ¢ o Gltimo estagio - a
construgio de uma prova como resultado de um esforgo comum dos alunos ¢
do professor.

Em outro estudo, Balacheff (1985) investigoun o comporiamento
conjectural dos alunos quando suas hipdteses eram confrontadas com contra-
exemplos. A cxpectativa era de que quando um aluno descobrisse um fato
que contradissesse a hipotese, cle ou ela irlam abandonar a hipdtese ¢
procurar outra. Balacheff apresentou o seguinte problema a alunos entre 13 e
14 anos de idade: "Descubra uma mancira de calcular o namcro de
diagonais de um poligono, uma vez que conhegamos a quantidade de
vértices que possui” (pag. 224). Os alunos trabalharam em duplas ¢ foram
observados. O observador intervinha de tempos em tempos, especialmente
de modo a apresentar contra-exemplos ds conjecturas incorretas. A analisc
dos protocolos demonstrou que, contrariamente a expectativa acima, superar
uma contradi¢do é um processo complexo. O comportamento dos alunos cra
de certa forma semelhante aos descritos por Lakatos (1976), As
modificagdes feitas nas conjecturas durante o processo de resolugdio cstavam
relacionadas bem de perto com as mudangas de significado dos conceitos
envolvidos na questio.

26



Outro aspecto da relagiio entre hipotese ¢ prova foi examinado por
Schoenfeld (1982). Ele acreditava que as provas, assumindo que uma
aprendizagem significativa dos tépicos tenha ocorrido, seriam usadas pelos
alunos de modo a examinar a validade de suas hipdteses matemdticas.
Infelizmente, isto ndo ocorre. Schoenfeld observou alunos de faculdade que
participavam de seu curso sobre resolugdio de problemas, Todos eles tinham
estudado Geometria na escola secunddria ¢ eram competentes em escrever
provas geométricas clementares. Schoenfeld lhes apresentou um problema
de construgiio geométrica no qual eles trabalharam em duplas enquanto seu
trabalho cra filmado. A andlise das fitas de video mostrou que os alunos
geraram hipéteses através de meios puramente empiricos e intuitivos. Além
disso, sua verificacdo também cra puramente empirica; isto ¢, a utilizagiio da
régua ¢ compasso foi oricntada mais pelo olho ¢ pela mido do que por
andlises sistemdticas. As conclusdes de Schoenfeld foram de que "os alunos
acreditam que a prova ¢ apenas um jogo académico, de sala de aula, uma
atividade de pouco ou nenhum valor fora do ambiente artificial de sala de
aula” (pag. 173). Como resultado disto, os alunos niio sc engajario cm
provas que estejam em contextos ligeiramente diferentes do contexto comum
de provas em sala de aula. A razio disto pode ser ou que os alunos nio
aceitam a prova como uma forma vilida de argumentagio ou que eles a
rejeitam de todo. Schoenfeld colocou a responsabilidade no curriculo. Pode
ser que a construgio de situagtes de ensino-aprendizagem, como sugerido
por Balachell (1987b), seja uma possivel maneira de melhorar esta situagiio.

Kramer, Hadas ¢ Hershkowitz (1986) desenvolveram  um
micromundo por meio do qual os alunos poderiam executar construgbes de
régua ¢ compasso classicas dedutivamente. O micromundo consiste de
objetos (pontos, retas, segmentos, clc), operagdes sobre cstes objctos (as
construgdes bisicas) ¢ leis que governam a aplicagio destas operagdes (as
leis geomciricas dedutivas). O micromundo sendo ainda, auto-corretor ¢
auto-regulador. Alguns alunos do scgundo ano secunddrio que trabalharam
com o sofiwarc foram obscrvados. As observagdes indicaram que as
correghes ocorriam nos trés niveis cm que os autores estiveram atentos: o
nivel analitico, o nivel sintitico ¢ o nivel de aplicagio das regras das
construgdes geométricas, E importanic mencionar que é impossivel fazer
uma construgiio com este software sem primeiro fazer uma andlise cuidadosa
¢ s¢ a andlise estiver incorreta, 0 aluno nfio terd nenhum produto ou nenhum
produlo incorreto. E também, o fato de que a legalidade de todo movimento
ser observada pelo software ajuda a esclarccer as regras do jogo, algo que
nio esti totalmente claro para muitos alunos que fazem construgdes
geométricas, como Schoenfeld apontou.

Provas e Processos de Prova

Na Geometria Euclidiana, uma prova significa um argumento
dedutivo formal. Nas pesquisas cognitivas nos cstamos interessados nos
viirios tipos de provas (justificativas) dos alunos, BalachefT (1982) fez uma
distingdo entre prova - qualquer meio pelo qual nos convencemos de que
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uma certa afirmativa seja verdadeira - da prova matemitica (demonstragio).
A ultima ¢ uma prova como aceita pelos matemdticos. Usando esta
terminologia, Braconne ¢ Dionne (1987) investigaram a compreensio de
alunos ¢ de professores sobre pfova e sobre demonstragio. Além disso, eles
cxaminaram sc havia uma correlagdo entre a compreensiio dos alunos sobre
a demonstragdo e sua elaboragiio matemitica ou os seus niveis de van Hicle.
Como Balachefl, Braconne ¢ Dionne distinguiram vérios modos de prova em
Geometria, partindo de uma prova fraca ( "vocé pode afirmar pela figura - o
primeiro nivel de van Hicle) ¢ terminando com uma demonstragio. Eles
construiram um questionario consistindo de 12 solugbes diferentes de um
problema geométrico simples retirado de um livro didatico francés. Cada
solugdo pertencia a um dos cinco modos de prova sugeridos pelos autores.
Ambos os alunos (de 15 anos) e seus professores deveriam reagir ¢ avaliar as
12 solugbes do questiondrio. Foi descoberto que, para os professores, prova e
demonstragio ndo cram considerados sindnimos. Por outro lado, a diferenga
cntre 08 lermos ndo parecia muito clara para os alunos.

Talvez a questdo mais natural sobre a concepgio de uma prova
matematica e seu status seja a scguinte: "Um individuo envolvido com uma
prova matematica compreende claramente que uma prova formal de uma
afirmativa matemadtica lhe confere o atributo de uma validade a priori,
universal e portanto, exclui a necessidade de qualquer verificagiio posterior?"
(Fischbein & Kedem, 1982, pag. 128). Tentando responder esta questio,
Fischbein ¢ Kedem elaboraram dois questiondrios, um algébrico ¢ outro
geométrico. O questiondrio geométrico inclui a seguinte sentenga: "ABCD é
um quadrildtero ¢ P, Q, R ¢ S sido os pontos médios de seus lados. Prove que
PQRS ¢ um paralelogramo.”" Em seguida, havia uma prova formal da
sentenca. E os alunos foram indagados se eles aceitavam sua validade geral,
Ao final de tudo, a seguinte questio foi proposta:

"V ¢ um individuo bastante duvidoso. Ele acredita que nos devamos
verificar pelo menos uma centena de quadrildteros para estarmos convictos ¢
seguros de que PORS scja um paralelogramo. Qual ¢ a sua opinifo?
Explique sua resposta!” As respostas das trés séries do secundario foram
analisadas e foram encontradas trés calegorias principais:

1. Consistentemente formal. Os alunos nesta categoria compreendiam
corretamente a natureza da prova matematica.

2. Consisteniemente empirico. Os alunos nesta categoria tinham uma
abordagem cmpirica das provas matemdticas. Eles acreditam que
verificagdes adicionais dos casos particulares acrescentariam maior
validade a sentenga que foi provada. A prova em si mesma ndo
garanlte a validade absoluta da sentenga,

3, Basicamente inconsistente. Os alunos nesta categoria demonstram
comportamento inconsistente, aceitando a validade absoluta da prova,
de um lado, mas ndo rejeitando a necessidade de verificagbes
adicionais, por outro.
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Os dados revelaram que menos de 10% dos alunos eram
consistentemente formais ¢ que cerca de 1/3 dos alunos eram basicamente
inconsistentes. Metade dos alunos ndo poderiam ser classificados de acordo
com estes critérios,

0 Status Ontolégico das Entidades Geométricas

O status ontologico das entidades geométricas ¢ quase um problema
filosofico, mas chega até o curriculo da Geometria, A questio ¢ sc as
cntidades geométricas sio parte do mundo fisico real e se nfo sdo, o que clas
sao? Existem virias respostas filosoficas a esta questdo. As mais comuns sio
(a) a abordagem formalista (a Matematica deriva de axiomas ¢ niio assume-
sc nenhuma realidade matematica), (b) a abordagem realista (os objetos
matematicos sdo objetos abstratos que existem no mundo abstrato); ¢ (c) a
abordagem construtivista (os objetos matematicos sdo construtos
psicologicos formados na mente humana). Vinner (1981) examinou esta as
visbes dos prolessores em formagio ¢ em exercicio por meio de um
questionario. As respostas caiam em trés categorias:

I. Os objetos geométricos sdo parte do mundo fisico (34%).

2. A Geometria lida com as conclustes que podem ser deduzidas de
certas  hipoteses. Portanto, os objetos geométricos ndo  existem
realmente - a abordagem formalista (15%).

3. Os objctos geométricos existem no mundo abstrato. Eles sdo
objetos abstratos - a abordagem realista (47%).

Os professores na primeira categoria podem ter dificuldades com
certos conceitos; por exemplo: a densidade ou infinitude de uma reta,

(Concluindo as Discussies

Nio € facil escrever uma conclusdo sobre este artigo devido a variada
naturcza das arcas ¢ Opicos das pesquisas. Desta forma, inserimos
conclusdes sobre as discussdes nas diferentes segies do artigo. Nestas, nos
apontamos futuras implicagdes para pesquisas ¢ para o ensino. Entretanto,
existem alguns pontos gerais ¢ algumas dreas gerais que necessitardo de
pesquisas ou esforgos instrucionais no futuro,

* A aprendizagem da Geometria comega quando a crianga comega a
“ver" e a "conhecer” o mundo ao seu redor ¢ i1sto pode prosseguir até
pensamentos geomeétricos de alto nivel através de processos indutivos
ou dentro de sistemas dedutivos. As caracteristicas ¢ metas das
pesquisas ¢ de suas implicagbes pedagogicas mudam de acordo com o
nivel de pensamento geométrico. Portanto, ¢ surpreendente que a
maior parte das pesquisas que €m sido realizadas nas Gltimas
décadas tenham se concentrado entre a 4a. série primania ¢ o 20. ano
sccundario (criangas entre 9 e |5 anos). Existem estudos envolvendo
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professores em exercicio ¢ em formagdo, mas quase nenhuma
pesquisa envolvendo a pré-escola (excluindo-se exemplos como o
" Projeto Agam). Parece que embora os pesquisadores tentem
compreender 08 processos que se imiciam muito cedo, eles procuram
os ftragos destcs processos cm  estagios mais avangados. Se
considerarmos que a metodologia de pesquisa estd encaminhando-se
na diregio da obscrvagio ¢ da documentagdo detalhada dos
microestigios no comportamento do aprendiz e que a tecnologia
moderna estimula e refina este encaminhamento, pareceria muito
natural comegar as observagbes tho cedo quanto possivel. Ainda
existe uma necessidade de investir esforcos nas pesquisas sobre a
evolugio dos conceitos geométricos, do pensamento geométrico ¢
sobre o desenvolvimento das habilidades visuais.

* Em relagdo a4 Geometria ¢ ao computador, nés vimos anteriormente
que a maioria dos softwares que servem s pesquisas € ao ensino da
Geometria envolvem altos niveis de interagfio com o computador. O
ambiente informatizado permite a manipulagio de objetos especificos
sobre a fela de maneira que oriente os alunos a vé-los como
representantes de uma classe de objetos ou uma classe de construcoes
com propricdades invanantes. Como cxemplo temos o Cabri
Géometrie, no qual a figura geométrica tem um status semelhante ao
status de uma varidvel, sofrendo modificagdes, mas mantendo suas
propricdades relevantes. Com esta base, os alunos sdo mais capazes
de generalizar ¢ de refletir sobre propriedades geométricas. Além
disso, um micromundo informatizado pode ser construido
naturalmentc com objetos visuais sobre 08 quais as operagies possam
ser exccutadas de acordo com determinadas regras. Se estralégias
inadequadas forem utilizadas, o feedback visual imediato pode
conduzir a um conflito cognitivo ¢ entdo, provocar que o aluno
repense 0 processo de solugdo e a andlise geométrica da solugio. Nos
temos visto como diferentes softwares estimulam novos horizontes de
pesquisas ¢ de ensino, Entretanto, nos parece que ainda ¢ necessario
realizar muitas pesquisas ¢ aplicagoes dos softwares existentes,
incluindo programas comerciais (veja por exemplo, o trabalho de
Osta, 1987). Além disso, nbs ainda precisamos de softwares
adequados ao desenvolvimento de processos e estratégias de provas,

* A visualizagio ¢ os processos visuais desempenham um papel
muito complexo nos processos geométricos. Nos discutimos parte
desta complexidade no contexto da formagdo de conceitos basicos, Ha
evidéncias de que esta complexidade continua em niveis mais
clevados do pensamento geométrico. por exemplo, Hoz (1979)
mostrou que a rigidez perceptiva, na qual os aspectos perceptivos de
problemas atuam como perturbadores, afeta a habilidade de provar
teoremas. Existem pistas (Yerushalmy & Chazan, in press) de que
uma interagdo dindmica com um micromundo geométrico como o
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Supposer contribua para uma flexibilidade visual. E necessario mais
trabalhos para compreendermos melhor as contribuigdes positivas ¢
negativas dos processos visuais.

* Existe um consenso de que a linguagem ¢ um dos principais
aspectos que caracterizam o nivel do comportamento geométrico
(Bishop, 1978; van Hicle & van Hiele-Geldof, 1958). Infelizmente,
cxistem poucos estudos que abordem este ponto. Novamente, nos
acreditamos que € necessario devotar mais esforgos de pesquisa aqui.

* A inconsisténcia individual envolvendo as tarcfas geométricas
cncontradas em alguns projelos de pesquisa geralmente sdo um
subproduto do objetivo principal da pesquisa. Parece valido focalizar
este aspecto do comportamento geométrico individual em futuras
pesquisas. Além disso, ha evidéncias de que, por um lado, algumas
competéncias geométricas, tais como habilidade visual, tenham "uma
natureza altamente individual e pessoal” (Bishop, 1989, pag. 14). Por
outro lado, os perturbadores visuais atuam de modo muito semelhante
em diferentes individuos ¢ populagdes. Esta questdo da natureza das
habilidades visuais merece mais pesquisas,

* A interrclagdo entre 0§ conceitos geométricos ¢ 0s nimeros € outro
subproduto das pesquisas geométricas. O cfeito do tipo de nimero
(numeros clevados, fraciondrios, etc) sobre o desempenho das tarefas
geomeétricas (por exemplo: semelhanga, mensuragiio) merece mais
investigagocs.

* As situagbes problema em que a Geometria ¢ a Algebra estdo
combinadas sio muito comuns nas unidades de ensino (por exemplo:
Geometria analitica). Entretanto, nés dificilmente encontramos
alguma pesquisa lidando com tais situagdes problema.

* Por altimo, mas ndo a Gltima, esta o feedback reciproco entre o
ensino ¢ a pesquisa. A diregio do mundo real da sala de aula para a
pesquisa parece estar muito ativo. Em geral, os pesquisadores tomam
os conteiidos instrucionais comuns ¢ tarefas como pontos de partida
para suas pesquisas. Mas, apesar do fato de que as pesquisas
psicologicas sobre a Geometria estarem orientadas para o ensino, com
muitos trabalhos de pesquisa bascados ou resultando em sequéncias
instrucionais, parecc que o efeito real das pesquisas sobre a
Geometria no curriculo, nas estratégias de ensino ¢ na formagdo dos
professorcs ainda ¢ csporddica ¢ necessita de um csforgo mais
Inlensivo ¢ compreensivo.
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FUNDAMENTOS E CONCEPCAO DO PROJETO AGAM

O trabalho apresentado neste relatorio estd baseado numa
colaboragdo incomum entre um artista visual € uma instituigdo devotada 4
pesquisa cientifica ¢ & educacdo. Esta colaboragdo estd centrada num
programa e num projeto.

A. O Programa Agam

Durante vanas décadas, por sua propria conta € vontade, Yaacov
Agam tem cstado preocupado com a falta de alfabetizagiio visual da
populagdo em geral (Agam, 1984). Como uma expressdo de sua preocupagiio
¢ com a assisténcia de uma equipe de educadores e psicologos, Agam criou
um curriculo em lingua francesa para desenvolver a alfabetizagio visual
entre criangas da pré-escola (criangas de 3 a 6 anos de idade).

Existem varias hipoteses subjacentes neste programa. Primeiro, que
existe de fato uma linguagem visual, composta de clementos bdsicos ¢ de
suas interrelagoes. Além disso, como a linguagem verbal, a linguagem visual
esta baseada num sistema simbélico ¢ ela pode ser aplicada criativamente ao
pensamento ¢ na resolugdo de problemas em muitas dreas. Por esta razio, o
ensino da linguagem visual deveria ser encarado como "um ensino bisico [e
fundamental]" e deveria comegar bem cedo, dentro do sistem;x formal de
ensino escolar.

O proprio programa ¢ sistematico, progredindo numa progressio
logica de um conceito para o scguinte, enquanto incorpora habilidades
especificas com cada conceito. Pedagogicamente, o programa enfatiza uma
abordagem de atividades orientadas, com muitos materiais manipulativos,
representagdes maltiplas do mesmo conceito, e trabalho em pequenos
£rupos.

Uma pequena parte do programa foi implementado por um curto
periodo de tempo, primeiro na Franga e mais tarde na Venezucla, Embora o
programa contasse com o entusiasmo dos alunos e professores da pré-escola,
sua implementagdo nesles paises ndo foi sustentada.

B. O Projeto Agam

Na primavera de 1983, o Sr. Agam visitou 0 Weizmann Institute of
Science, uma instituicdo devotada a pesquisa bdsica em Matematica ¢
Ciéncias naturais. Ele apresentou o programa ao staff diretor do
Departamento de Ensino de Ciéncias do Instituto, especializado no
desenvolvimento, implementagdo, pesquisa ¢ avaliagio do curriculo de
ciéncias dentro do sistema escolar de Israel. O Departamento se concentra
na pesquisa curricular ¢ desenvolvimento de dreas de Fisica, Matematica,
Quimica ¢ Geologia para alunos da escola primaria ¢ secundria. O
Programa Agam lida com uma area tematica diferente ¢ com criangas mais
Jovens, Apesar destas diferengas, devido ao interesse do staff na
fundamentagéo ¢ estrutura do programa, o Projeto Agam foi iniciado.
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Os objetivos do Projeto Agam sio de (1) adaptar o curriculo do
Programa Agam para as pré-escolas de Isracl; (2) implementar o programa
em pré-cscolas em Israel; (3) avaliar a implementagio do programa e (4)
conduzir pesquisas cducacionais e cognitivas relevantes, ¢ (5) desenvolver
possivels extensdes ao programa.

O primeiro ciclo de desenvolvimento e pesquisa foi conduzido
durante 1983-1985. Este ciclo concentrou-se cm 4 pares de turmas de pré-
escola;, cada turma pré-escolar experimental foi emparelhada com uma
turma similar de comparagdo. Com base nos resultados muito promissores
(Eylon ¢t al., 1986), um segundo ciclo de desenvolvimento ¢ pesquisas foi
conduzido durante 1985-1987, desta vez com 25 pares de turmas da pré-
escola, Este relatério resume este segundo ciclo de trabalho,

Desde seu inicio, os objetivos do Projeto Agam incluiam o
desenvolvimento, a implementagdo ¢ a avaliagio de um programa
educacional cspecifico para criangas da pré-cscola: o Programa Agam. Ao
mesmo tempo, o staff do Projeto Agam foi tomado pelo interesse especial de
desenvolver uma compreensio sobre as "questdes mais amplas” envolvidas
no programa. Em outras palavras, como as drcas de cognigdo visual ¢ de
treinamento visual estavam relativamente subdesenvolvidas, um objetivo
importante do Projeto Agam tem sido explorar os fundamentos tedricos ¢
pedagdgicos destas areas,

Entio, o Projeto Agam pode ser caracterizado como um csforgo de
reunir 40 MeEsmo tempo teoria, pesquisa ¢ pratica no desenvolvimento da
cognigdo visual. Esta interface entre o desenvolvimento curricular ¢ a
pesquisa educacional pode ser caracterizada como "pesquisa em contexto”
(veja Evlon ¢ Linn, 1989).

O staff do Projeto Agam inclui educadores matematicos ¢ de
Ciéncias, psicologos cognitivos ¢ cducadores pré-gscolares, como também
funciondrios técnicos ¢ administrativos,

C. Visdo Geral do Relatorio

O relatorio relativo ao trabalho desenvolvido durante o ciclo de
desenvolvimento ¢ pesquisa no periodo de 1985-1987 estd dividido em trés
partes,

Na parte 1, nés comegamos com uma revisio sobre a significincia
da cognigdo visual, apresentando uma breve historia sobre as pesquisas de
inicligéncia humana, a naturcza da cognigdo visual ¢ o treinamento da
cognigdo visual. Nos capitulos 2 ¢ 3, nés descrevemos o Programa Agam cm
viirios niveis diferentes ¢ discutimos sua implementagdo nas pré-escolas de
Isracl: incluindo aqui um (ratamento sobre a esséncia do programa de
treinamento de professores.

Na parte 2, nos descrevemos nossa metodologia de pesquisa, que
integra um trabalho tanto qualitativo quanto quantitativo. Do capitulo 5 ao
9. apresentamos nossas descobertas da pesquisa em termos de habilidades e
conceitos visunis basicos. efcitos de transferéncia cognitiva, percepgdo das
criangas, pereepgio dos professores ¢ efcitos sobre criangas especiais.
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Na parte 3, nés discutiremos cstes resultados dentro do contexto de
pesquisa ¢ pratica educacional. Baseado nestes resultados, nos concluimos o
relatorio com recomendagdes especificas para o futuro,

Neste artigo, devido a limitagdes dc tempo ¢ espago.
apresentaremos apenas a primeira parte do relatério que diz respeito a
fundamentagiio tedrica do Programa ¢ Projeto Agam. Os interessados na
leitura integral do relatorio devem solicita-lo a Secretaria da Pos-Graduagdo
em Educagio Matematica - USU.

"A Filosofia esta escrita neste grande livro - ou seja. o Universo -

que permanece continuamente aberto a nossa contemplagio, mas ele néo
pode ser compreendido a menos que primeiro compreendamos

a linguagem ¢ aprendamos a interprefar os caracteres em que

ele esta escrito. Ele esta escrito na linguagem da Matematica,

¢ seus caracteres sdo tridngulos, circulos ¢ outras figuras

geométricas, sem os quais ¢ humanamentc impossivel compreender

uma tnica palavra deste livro; sem isto, nds estariamos

perambulando perdidos num labirinto escuro.”

(Galileu Galilei, Tl Saggiatore, 1623).

"Meu método de linguagem visual ... (tem) o objetivo de introduzir no
sistema escolar uma educagdo visual, paralela ¢ integrada com a educagdo
verbal. Desta forma, nés seremos capazes de equilibrar ¢ de desenvolver
tanto as nossas capacidades verbais quanto visuais."

(Yaacov Agam, 1981).

Parte |

L A Significincia da Cogni¢io Visual

Quando eu era um menino crescendo na longinqua Rockaway, eu
tinha um amigo chamado Bernie Walker. Nos dois tinhamos
"laboratérios de ciéncias” em casa, e iriamos fazer vdrios
“experimentos”. Um dia, estavamos discutindo sobre alguma coisa
- deviamos estar com onze ou doze anos na época - ¢ eu disse, "0
pensamento niio passa de uma conversa interior consigo mesmo".
"Ah, é mesmo?!", disse Bernie. "Vocé conhece a forma maluca do
cambota [eixo da manivela] de um carro?"
"Sim, o que tem ela?"
"Bom. Lntdo me diga: como vocé a descreve quando vocé esla
conversando consigo mesmo?"
Foi entdo que Bernie me mostrou que os pensamenios podem ser
tanto visuais quanto verbais.
Richard P. Feynman (1988)
Fisico Ganhador do Prémio Nobel
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Antes de descrever o Programa Agam em detalhes. seria ftil
contextualizar estc curriculo dentro da perspectiva das discussdes sobre
cognigdo visual.

Esta discussdo comegard com uma exposigio sobre a inteligéncia
humana ¢ com uma assergio bem documentada de que a cogniglo visual
desempenha um importante papel na inteligéncia humana, Em seguida, a
cognigao visual sera explorada brevemente em termos de seus dois aspectos
complementares: reconhecimento visual e representagdo visual, Com este
referencial, serd possivel explorar a significincia da cognigdo visual em
campos especificos e gerais, A discussdo se encerra com um resumo dos
principais pontos ¢ com duas conclusdes centrais.

A. Cognigio Visual e Inteligéncia Humana

Através de nossos sentidos, nés recebemos diferentes tipos de
informagdio, isto ¢, verbal, visual, aciistica ¢ cinestética. Os pesquisadores no
campo da inteligéncia humana tentam compreender a interagio entre cstas
informagdes ¢ as operagdes mentais de um individuo.

Um dos primeiros pesquisadores da inteligéncia humana que
reconhecen @ importancia da inteligéncia espacial (como também sua
indepéndencia  das inteligéncias verbal ¢ logica) foi o pionciro
psicometricista L. L. Thurstone. Outros pesquisadores, tais como Truman
Kelley ¢ A A H. Koossy, deram continuidade ao seu trabalho piongiro.

Recentemente, a importincia da cognigio visual para a inteligéncia
humana tem sido reiluminada. Como Pinker ( 1984) afirma:'

"I’sta cogmigdo visual, néo menos do que a linguagem ou a lbgica,
pode ser um talento fundamental para a compreensdo da
inteligéncia humana "

Pinker sc bascia no trabalho de pesquisadores como: Shepard ¢
Cooper (1982), JackendofT (1983) ¢ Johnson-Laird (1983).

Para apreciarmos a interrelagio entre a cognigdo visual ¢ a
inteligéneia humana, um passo inicial ¢ 6bvio seria questionar: em que
constitui a inteligéncia  humana? Virios pesquisadores  1ém  tentado
responder a esta questiio ¢ @m chegado a diferentes conclusées.

I. Uma Breve Historia das Pesquisas sobre Inteligéncia

Existe um amplo ¢spectro das diferentes abordagens sobre o estudo
da inteligéneia Nos extremos estio duas idéias:

(1) a inteligéncia ¢ um conceito unitario, finico:

(2) as inteligéncias sdio maltiplas.

No inicio do século. os testes de Alfred Binet (Binet, 1911) foram
claborados como instrumentos empiricos para identificar as criangas
parcialmente retardadas ¢ com  dificuldades de aprendizagem que
necessitanam de um auxilio ¢ tratamento especial. Apenas bem mais tarde, os
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teoricos americanos da inteligéncia humana - tais como H. H. Goddard, L.
M. Terman, E. L. Thorndike ¢ R. M. Yerkes - promoveram uma nova visio
de que os resultados dos testes de Q.1. scrviriam para medir uma entidade
unitdria ¢ inata - a inteligéncia (Gould, 1981). Isto tornou-s¢ a basc das
abordagens "psicométricas.” [E com isto a psicologia também ganharia um
status quantitativo ¢ mais cientifico - fato que atraiu muitos tedricos,
profissionais ¢ estudantes da drea, € claro!|

Pouco tempo depois, um bidlogo, Jean Piaget, analisou as respostas
de criangas a estes testes ¢ observou que existia uma correlagio entre a idade
das criangas ¢ scus crros caracteristicos. Esta descoberta motivou Piaget a
desenvolver uma teoria inica ¢ poderosa sobre a cognigido humana.

A teoria de Piaget estd baseada na nogio de que os individuos
desenvolvem suas potencialidades mentais em cstagios. csles estagios
dependem da idade do individuo e do desenvolvimento de operagoes logico-
matematicas especificas. Piaget criou um meodelo de inteligéncia humana
que esta relacionado as categorias basicas de tempo, espago e causalidade. A
fundamentagiio filosdfica desta abordagem esta basecada em Kant, que
argumentou que 0 pensamento racional baseia-se sobre operagdes logicas.

Outra abordagem do estudo da inteligénecia humana ¢ a psicologia
de processamento de informagdo. Os adeptos desta abordagem concentram
seus estudos sobre como as pessoas resolvem problemas especificos. em
termos de entrada |percepgido: identificagdo], processamento [andlise] e
saida |conclusoes, agoes| de informagdes. Em outras palavras, eles tentam
analisar ¢ compreender cada um dos virios passos c¢xecutados por um
solucionador de problemas, desde o momento cm que as informagoes
contextuais sao recebidas até o momento em que a solugdo ¢ estabelecida.

De acordo com Gardner (1983), cstas (rés abordagens - o teste
psicométrico do Q.1.. a teoria de Piaget sobre o desenvolvimento cognitivo e
a psicologia do processamento de informagdo - concentram-s¢ apenas sobre
aspectos particulares da inteligéncia humana enquanto ignoram outros.
Gardner propde que existem muitos tipos diferentes de inteligéncia, cada
uma baseada sobre um "sistema simbolico” unico ¢ cada uma diferente das
restantes.

De acordo com seu ponto de vista, as outras tcorias ndo sdo
sensiveis o suficiente para levar em consideragio a ampla variedade ¢
variabilidade da inteligéncia dentro das culturas humanas. Estas teorias niio
se referem a biologia do cérebro nem explicam o fenémeno da criatividade
humana. Gardner argumenta que a habilidade de usar diferentes sistemas
simbolicos como instrumentos para expressdo ¢ comunicagdo ¢ unicamente
humana e nido ¢ partilhada pelo restante do reino animal, Baseado nisto,
Gardner propoe uma Icoria de intehigéncias multiplas, cada qual
fundamentada sobre um sistema simbolico diferente.

Gardner propde sele tipos diferentes de inteligéncia humana:
verbal, logico-matemdtica, visual-espacial, musical, cinestética. interpessoal
¢ intrapessoal. Cada sistema simbélico correspondente serve como uma
“linguagem" distinta para o tipo de inteligéncia correspondente. Além disso. o
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descnvolvimento de uma inteligéncia particular depende do d&eenvolvxmento
do sistema simbélico correspondente.

E util manter em mente virias observagdes, cm conexdo com esta
teoria de inteligéneias multiplas. Primeiro, cada tipo de inteligéncia contém
uma varicdade de aspectos diferentes. Por exemplo, analisando a
inteligéncia verbal, uma pessoa pode ser excelente na escrita em prosa, mas
nido na expressdo oral. Segundo, as diferentes mteligéneias sdo distintas ¢
nio dependem uma da outra, Esta asser¢do ¢ fundamentada pela observagdo
comum: geralmente ¢ ficil para uma pessoa desenhar enquanto ouve musica
(isto ¢, utilizando dois tipos diferentes de inteligéneia simultancamente),
mas ¢ praticamente impossivel que uma pessoa simultaneamente escute uma
musica cnquanto tente cantar outra. Terceiro, é importante reconhecer que
cada individuo possui um “perfil" de inteligéncias dnico, com algumas
pessoas destacando-se em mais de um tipo de inteligéncia.

Esta breve discussdo sobre as pesquisas em inteligéncia humana
estara incompleta sem a mengdo do papel essencial do estimulo ambiental.
As pesquisas indicam claramente que sem um estimulo adequado. isto ¢,
sem a interagio vital entre o organismo ¢ o ambiente, o desenvolvimento da
inteligéncia estard fruslado. E especialmente importante que este estimulo
ambiental ocorra desde os primeiros anos de vida da crianga.

2. Cognigiio Visual: O Que E Isto?

Como mencionado anteriormente, alguns dos  primciros
pesquisadores no estudo da inteligéneia humana identificaram a habilidade
espacial como distinta das habilidades verbais ¢ logicas, Muitos
psicométricos, usando instrumentos estatisticos baseados sobre a analise de
fatores, tentaram "provocar/induzir os componentes da habilidade espacial
encontrados nos testes de inteligéneia. Seus numierosos esforgos - durante
mais de 50 anos - geraram uma varicdade de termos ¢ conceitos
concorrentes (Guttman et al., 1990).

De acordo com Gardner (1982), a inteligéncia espacial inclui as
scguinies capacidades:

(1) perceber e reconhecer instiancias do mesmo elemento;
(2) transformar ¢ manipular cstas percepgoes,

(3) formar imagens mentais ¢ transformai-las, e

(4) produzir uma imagem grafica da informagio espacial.

Embora estas capacidades possam ser independentes entre si,
Gardner sugere que clas operam como uma “familia" ¢ que a utilizagio de
cada operagio pode muito bem reforgar a utilizagdo das outras, E
interessanic notar que as habilidades de criar ¢ de transformar as imagens
mentais ndo sio dependentes dos estimulos visuais fisicos: individuos cegos
desde o nascimento também possuem estas habilidades (Por esta razdo,
Gardner fala de “inteligéncia espacial" em vez de “inteligéncia visual",
embora o lermo utilizado na presente discussdo seja "cognigio visual™).
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A definigio de Pinker da cognigdo visual, que inclui a concepgdo de
Gardner da inteligéncia espacial, ¢ que ela consiste de dois componentes
complementares;

(1) Reconhecimento Visual, que focaliza a representagio da
informag#o visual do individuo, e

(2) Representacdo Visual, que focaliza em como os processos de
memoéria ¢ de raciocinio atuam sobre os objetos visuais ¢ as
representagdes visuais na produgio de imagens mentais.

Existe uma variedade de teorias que tentam explicar como as
pessoas processam a informacdo visual, tanto em termos de reconhecimento
visual quanto representagio visual. Apresentaremos a seguir, um sumério
destas teorias (para um tratamento mais detalhado, sugerimos a leitura do
Apéndice | do relatorio),

2.1. Reconhecimento Visual

Como um individuo absorve a informagfio visual? Embebida nesta
questdo esta um mistério ndo resolvido: qual ¢ a diferenga, caso exista, entre
percepgdo visual e cognigdo visual?

De acordo com uma escola de pensamento, a percepgio precede ¢
ndo inclui cognigdo. Por exemplo, na teoria de Marr ¢ Nishihara (1978,
1982) existem processos visuais primarios que estabelecem a base para o
reconhecimento visual ¢ a representagdo visual.

Por outro lado, uma visdo contrdria ¢ apresentada por Arnheim
(1969), que defende que a percepedio visual ¢ caracterizada por importantes
processos cognitivos. Enquanto a posicdo de Arnheim reflete uma
abordagem filosofica mais global, a pesquisa cognitiva de Uttal (1983) ¢é
semelhante em orientagio. Em suas investigagbes de detecgdo de forma Uttal
define os estigios de percepglio como detecgdio, discriminagio,
reconhecimento de percepgio. Como Arnheim, Uttal identifica a percepgdo
visual incluindo a cognigdo visual.

2.2. Representacio Visual

Como um individuo representa ¢ manipula as imagens mentais?
Novamente, as diferentes teorias que tratam desta questdo representam duas
escolas de pensamento diferentes: a proposicional ¢ a imagista,

A abordagem proposicional argumenta que as imagens mentais sdo
representadas pelas proposigdes logicas ¢ que a experiéncia de alguém "ver”
imagens mentais detalhadas ¢ secundiria, isto ¢, um “epifenémeno”. Por
exemplo, Olson e Bialystock (1983) resumem suas pesquisas com a
argumentacdo de que as “estruturas espaciais” ndo-imagistas ¢ logicas sio "o
acessorio da mente; as leis ¢ representagies usadas na percepgio € no
pensamento sobre espago. Elas sio as estruturas do espago interior”. Estas
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proposigdes sio bisicas tanto para o pensamento espacial quanto para o
verbal,

A abordagem oposta ¢ tomada pela escola imagista de pensamento,
Que argumenta que as imagens menlais sdo imagens visuais internalizadas.
Por exemplo, Kosslyn (1980, 1981, 1984, 1988) desenvolveu e festou uma
teoria da representagio mental que estd baseada em operagdes visuais
especificas.

E interessante notar que cada uma destas posigdes aparentemente
contrarias esta baseada em trabalhos experimentais empiricos, Talvez estas
abordagens ndo sejam mutuamente exclusivas. De qualquer modo, a
lendéncia atual no campo da cognigdo visual, como um todo, ¢ duplamente
ramificado: (1) identificar os processos de cognigio visual basicos que
possam ser representados ¢ estimulados pelo computador, ¢ (2) estabelecer a
concxdo entre estes mesmos processos de cognigiio visual ¢ os processos
neurologicos especificos do cérebro,

B. Significincia em Virios Campos

Nio apenas a cofinigio visual ¢ um aspecto importante da
inteligéncia humana, como  descrito anteriormente, mas cla  também
desempenha um papel significante em varios campos dos cmpreendimentos
humanos.

Falando em termos gerais, como na citagio anterior de Pinker
(1984), a cognigio visual é, pelo menos, tio importante para a compreensio
da inteligéncia humana quanto sdo as areas da linguagem ou da logica.
Gardner (1982) propde varios usos gerais deste tipo de inteligéncia: auto- .
orientagdio em varios locais, reconhecimento de objetos e cenérios, trabalho
com represcntacio grafica da realidade (por exemplo: mapas, diagramas,
representagoes bi ou tridimensionais), estar sensivel as dimensBes artisticas
(por exemplo: a tensdo, o equilibrio ¢ a composi¢do de uma pintura), estar
sensivel as similaridades entre diversos dominios (isto ¢, possuir uma
habilidade metaforica) e uso de modelos ou imagens mentais em vérios tipos
de resolugdo de problemas,

Mais especificamente, algumas pesquisas tém tentado ligar a
cogmicio visual com o sucesso em conteudos de dominios especificos, Um
dos primeiros projetos de pesquisa deste tipo foir conduzido por Smith
(1964), que testou as habilidades espaciais de um grande nimero de criangas
de escolas elementares britdnicas. Baseado em suas descobertas, Smith
estabeleceu as seguintes conclusdes:

* As escolas colocam a énfase central sobre o desenvolvimento das
habilidades verbais ¢ negligencia o  desenvolvimento das
habilidades cspaciais. Como um dos resultados, as escolas
produzem criangas com habilidades verhais mais desenvolyvidas do
que criangas com habilidades visuats bein desenvolvidas.

* As pesquisas longitudinais mostram que o bom desempenho em
lestes de medida da habilidade espacial sdo excelentes indicadores
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do futuro bom desempenho em Matematica, tanto entre meninos
quanto meninas.

¢ Estes festes de habilidades espaciais sdo capazes de medir
habilidades tais como a habilidade de pensar abstratamente ¢
analiticamente;, a habilidade de perceber relagbes espaciais entre
duas ¢ trés dimensdes; a habilidade de manipular objetos
manualmente, dentre outras habilidades.

* Estas habilidades mencionadas acima siio necessdrias para o bom
desempenho em dreas de Matemdtica superior, Egenharia, e varios
campos da ciéncia e das profissdes tecnologicas.

* Testes verbais ndo servem para lestar as  habilidades
apropriadamente nestas dreas, um fato que geralmente é ignorado
nas escolas

Estas conclusdes empiricamente baseadas estdo em ressonincia com
os sentimentos mais intuitivos de muitos engenheiros e arquitetos. Por
exemplo, em scu livro Invention and Evolution: Design in Nature and
Engincering, French (1989) contrasta o pensamento verbal com o
pensamento visual ¢ conclui que ndo se pode "projetar” apenas com
palavras:

"0 homo jabber (falante) nio ¢ o final de um percurso evolutivo

que olha superiormente para o humilde homo faber (fazedor): o

engenheiro ¢ o arquiteto.”

Shepard (1978) explica a importdncia da representagiio visual na
resolucio de problemas, nas ciéncias ¢ nas artes, apresentando uma
variedade de exemplos da vida real. De acordo com estes exemplos. uma
grande quantidade de eminentes cientistas construiu suas (eorias com base
em imagens mentais especificas (por exemplo: Einstein, Watson e Crick). A
vantagem de pensar através de imagens mentais, de acordo com Shepard, é
que podemos simultancamente ver diferentes conexdes ¢ interrelagoes
dinamicamente. Shepard ¢ Cooper (1982) apontaram que a utilizagio de
analogias visuais, bascadas em imagens mentais concretas, ¢ bastante efetiva
na explicagio ¢ na compreensdo de conceitos abstratos na ciéncia e na
matematica (por exemplo, os campos cletromagnéticos).

De acordo com uma ampla variedade de pesquisas educacionais,
parcce ndo haver davida de que a habilidade espacial estd altamente
correlacionada e/ou diretamente relacionada ao bom desempenho em
matematica, engenharia ¢ em ciéncias (Battista et al., 1982; Bishop, 1978,
1980; Clements, 1983: Linn ¢ Peterson, 1986; Salomon, 1974; Stuart ¢
Plunket. 1979). Entretanto. muitas controvérsias ¢ questbes em aberto
permanccem relacionadas a natureza da habilidade espacial, scu
desenvolvimento, seus sub-componentes e suas interrelagdes com o bom
desempenho em tarefas especificas (Eisenberg ¢ Dreyfus, 1989,
Mitchelmore, 1980),
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C. O Exercicio da Cognigio Visual

Considerada a importincia cducacional da cognigio visual,
pumneoemqusﬂoébvia:ACogxﬁqﬁoVianlémin{wel?

Dec acordo com as pesquisas, a rvesposta ¢ afirmativa. Mas ¢
necessdrio apontar, cniretanto, que a esmagadora maioria destes estudos
concentram-sc em criangas em fase escolar do scgundo segmento da escola
primaria ¢ da escola sccundiria - normalmente da 4a. séric em diante (veja
uma revisio destas pesquisas em Ben-Chaim ct al . 1985). Em um dos
pouquissimos. cstudos. realizados com criangas da pré-escola, Cox (1978)
demonstrou que criangas de 5 anos de idade podem ser treinadas cm
habilidades de tomada de perspectiva: além  disso, estas criangas
demonstraram 2 habilidade de transferir esta habilidade para novos

Virias revisdes que avaliam os programas da pré-escola concluem
mmcﬁm&pﬁmﬁmmﬁp@mn&nﬁnmbabﬂida&s
visuais (Grossman, 1970, Fowler, 1983, pag: 235-242) Entrctanto. cstes
programas foram conduzidos principalmente dentro do referencial da arte
encontrados no campo da cducagio especial, por excmplo, o programa de
percepeio visual de Frostig-Hore (Weiderholt & Hammull, 1971) ¢ outros
(Kephart. 1971). (Getman, Kane, Halgren & McKee, 1968). A pritica
comum, entdo, limita o ensino do pensamento visual na pré-escola is artes ¢
a educagio cspecial.

Esta negligéncia dos programas do desenvolvimento da cognicao
visual das criangas da pré-escola é ainda mais surpreemdente, se
considerarmos (1) a importincia da cogmigio visual para inteligéncia, como
discutido no inicio deste artigo. (2) o fato de que a representagio visual
desempenha um papel significativo no pensamento das jovens criangas
(Kosslyn, 1980), ¢ (3) o interesse corrente de desenvolvimento das
habilidades do pensamento. '

O ensino das habilidades de pensamento ¢ reconhecido como
altamente prioritario em educagdo (Glaser, 1984, 1985) e uma varicdade de
programas educacionais para gscola elementar tem sido desenvolvida para
ensinar varias habilidades cognitivas (Chance, 1986; Costa. [1985;
Nickerson, Perkins & Smith, 1985; Segal, Chipman & Glaser, 1985).
Excmplos destes programas sdo o Instrumental Enrichment Program
(Feuerstein, Jensen, Hoffman & Rand, 1985) Philosophy for Children
(Lipman, 1985), o Problem Solving and Comprehension Program
(Whimbley & Lochbead. 1980); o CoRT Thinking Program (de Bono, 1976)
¢ o Productive Thinking Program (Covington, 1985) Estes ¢ outros
programas cobrem viirios aspectos importantes do pensamento. Entretanto, a
énfase estd principaimente no pensamento verbal, conceitual ¢ légico. O
Instrumental  Enrichment Program é uma exceglo pois imclui um
desenvolvimento sistematico das habilidades do pensamento visual como
parte de um programa mais amplo que inchi também habilidades verbais e
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logicas; entretanto, este programa ¢ devotado a criangas com dificuldades. e
nA0 para Criangas normais.
Resumindo, existem fortes evidéncias de que as habilidades visuais
e devem ser cnsinadas, mesmo na pré-escola, mas a pratica
educacional esta muito reduzida, quase inexistente, neste sentido.

D. Conclusdes

Os seguintes pontos podem ser considerados claros a partir das
discussdes anteriores:

(1) A cognigio visual é um aspecto importante do pensamento
humano e da inteligéncia humana Se aceitarmos que 2a
inteligéncia humana ¢ um conceito unitdrio, a cognigdo visual € um
aspecto essencial desta inteligéncia. Caso contrdrio, se aceitarmos a
tcoria das inteligéncias maltiplas (Gardner, 1982), a cognigio
visual é uma intcligéncia humana especifica por si mesma.

(2) As pesquisas indicam claramente gque a cognicio visual
possui signifi-ciincias bastante amplas. Esta significincia tem sido
documentada, tanto em dominios especificos como Matemitica,
Ciéncias, Engenharia, Arquitctura ¢ Artes quanto em (ermos gerais.

(3) O desenvolvimento (ensino) da cognigiio visual tem sido
tradicionalmente negligenciado, limitando-se aos campos da
arte educacio ¢ da educagio especial. As escolas enfatizam o
desenvolvimento da cognigiio verbal, que estd baseada num sistema
simbolico verbal, ainda que a linguagem verbal se desenvolva
"naturalmentc”. Os estimulos ambientais deste processo natural
podem ser bastante benéficos. Da mesma forma, as escolas
deveriam desenvolver a cognigdo visual que estd baseada sobre um
sislema simbolico visual ¢ que também se desenvolve
"naturalmente”. Este tltimo desenvolyimento deve ser oricntado a
todas as criancas, ele ndo deve ser encarado como um csforgo de
duplicagio ou de substituigio da educagio especial ou da arte
educagio.

(4) O treinamento sistemdtico ¢ bem inicial da cognigdo visual
fornece vantagens especiais. As fundamentagdes desta hipdtese
provém de pesquisas educacionais, embora ainda sejam necessarios
mais estudos nesta area,

I importante notar que as ciéncias cognitivas atualmente fornecem
a0s pesquisadores uma orientagio ¢ instrumentos para avaliagdo e para
estudo da cognigio visual Como resultado, tanto as pesquisas basicas
quanto as pesquisas aplicadas neste campo estdo em fase de crescimento.
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Duas conclusdes sdo inevitaveis:

(1) Existe uma nccessidade significativa de um programa
cducacional. elaborado sistematicamente para desenvolver a
cognicdo visual em jovens criangas.

(2) Deve ser conduzida uma avaliagio ¢ uma pesquisa relacionada a
tal  programa educacional, de acordo com os avangos
contemporincos das ciéncias cognitivas,

Fundamentados nestas concepges, resultados de  pesquisas ¢
necessidades apontadas pclas mesmas, o Instituto  Weizmann  esti
desenvolvendo o Projeto Agam que inclui 36 unidades,

1, Circulos 10. Horizontal, | 19. Formas 28. Intui¢ao
Vertical & Tipicay Numérica
Obliguo
2, Quadrados 11. Triéngulos | 20. Proporgdes | 29.
Composigdo
3. Padroes 12. Circulos, 21. Vermelho 30. Primeira
Quadrados ¢ Dimensdo
Triéngulos
4. Circulos ¢ 13. Variagdo de | 22. Amarelo 31. Segunda
Ouadradoy Forma Dimensdo
3. ldentificagdo 14. Simetria 23. Azl 32. Terceira
Instantinea Dimensdo
6. Horizontalidade 15. Linhas 24, Corex 33, Quarta
Curvas Secundariay Dimensao
(Tintas)
7. Verticalidade 16. Grande, 25. Branco, 34, Letras
Meédio & Petro & Cinza
Pequeno
& Horizontal & 17, Angulos 26. Trajetorias | 35.
| ertical Gramdtica
Visnal
9. Obliguidade 18. Pontos 27. Do Olho Jé.
para Criatividade
a Mdo

Cada uma das 36 unidades que compdem o Programa Agam
possucm as mesmas S5 categorias: de atividades: (1) atividades de
Identificagio; (2) atividades de Memoria; (3) atividades de Reprodugdo; (4)
atividades Reprodugio Memonal; (5) atividades de Produgio Criativa. Além
destas categorias outras atividades envolvendo (a) Desenvolvimento de
Precisao Visual ¢ (b) Resolugio de Problemas também  estio em
desenvolvimento.
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As 36 unidades foram aplicadas ¢ avaliadas, estando atualmentc em
fase de reelaboragdo ou de extensdo. Os interessados na descricio da
estrutura geral das unidades, bem como nos resultados das pesquisas
envolvendo esta segunda fase do Projeto Agam poderdo solicitar o relatério
completo & Sccretaria da Pés-Graduagiio em Educagdo Matematica - USU.



Visualiza¢do em Geometria - As Duas Faces da Moeda
Rina Hershkowitz
Weizmann Institute of Science
Rehovot, Isracl

Existe um conscnso cntre os educadores matematicos e
pesquisadores que a visualizagio, ou habilidade espacial, ¢ importantc
porque ¢la amplia uma visdo intuitiva ¢ global ¢ a compreensdo dé muitas
areas da Matematica, (Usiskin, 1987).

Como a Geometria inclui muitos elementos visuais, muito tem sido
escrito ¢ realizado em fteoria, pesquisa ¢ arcas curriculares relativo a
interrelagdo entre a visualizagdo ¢ a aprendizagem da Geometria. Por
excmplo:

1. De acordo com a teoria de van Hiele, que estd sendo largamente
discutida atualmente, a visualizagdo ¢ o primeiro nivel ¢ um nivel
necessario na hierarquia do "pensamento geométrico" (Wirszup,
1976).

2. As pesquisas demonstram que existem interrelagbes entre a
habilidade espacial e o desenvolvimento do pensamento geométrico
(por cxemplo: Bishop, 1983; De Guire, 1982).

3. Os educadorcs matemiticos que estdio ecnvolvidos no
desenvolvimento curricular recomendam um curso intuitivo visual
na Geometria antes ou em paralelo ao curso dedutivo (Del Grande,
1987; Fruedenthal, 1973: Schoenfeld, 1986; Usiskin, 1987).

Neste artigo, tentaremos mostrar que o papel da visualizagio,
dentro do processo de desenvolvimento de conceilos geométricos, ¢
extremamente complexo ¢ atua em duas direcdes:

1. Por um lado, n6s niic podemos formar uma imagem de um
conceito e de seus exemplos sem visualizar seus elementos.

2. Mas por outro lado, estes elementos visuais podem limitar e
cmpobrecer a imagem conceitual (para imagem conceitual veja Vinner,
1983).

As discussdes que se seguem ¢ envolvem cstas questdes estdo
bascadas em dados experimentais. Uma investigagio sobre o
desenyolvimento ¢ aquisigdo de conceitos geométricos basicos foi realizada
em duas escolas em que o ensino da Geometria estava bem organizado ¢ os
professores estavam preparados. Em ambas as escolas, todos os alunos nas
Sas.. bas. 7as. e 8as. sérics participaram da pesquisa. Sc os alunos devem
aprender conceilos geométricos bdsicos, entio € importanic que oS
professores da cscola priméria sc sintam confortiveis em relagio aos
mesmos, portanto nos lambém investigamos 142 professores primarios em
formagio (estagiarios - PRE) ¢ 25 professores primarios em servigo (ST).
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Os conteudos e as tarefas foram sclecionados do silabario
geométrico da escola primana, que incluii identificacdo, desenho ¢
raciocinio relacionados a conceilos basicos. seus atributos, scus exemplos ¢
contra-exemplos ¢ algumas interrelagdes entre estes clementos. As criangas
lerdo visto cstes conceitos ou de forma estruturada através das suas
experiéncias escolares ou de forma ndo estruturada através de suas vivéncias
ambicntais, familiares ¢ sociais. Portanto, as cstratégias dos processos de
ensino-aprendizagem, pelas quais as criangas estabeleceram os conceitos,
somente pode ser descrita de forma vaga ¢ imprecisa. bascada em nossa
familiaridade com as situagdes de aprendizagem envolvendo adultos e
criangas; nas maneira comuns de ensino da Geometria da escola primaria, e
na analise dos textos dos livros didaticos. As principais caracteristicas das
cstratégias de ensino nas situagdes de ensino ndo formais ¢ também
frequentemente no ensino da escola primdria sdo: incompletude (apenas
alguns dos clementos sdo apresentados), ¢ o desconhecimento ou
inconsciéncia do professor e até mesmo dos livros didaticos da existéncia de
outros elementos.

E muito comum encontrar aprendizes que tenham sido introduzidos
a conceitos apenas através de alguns poucos exemplos. A generalizagio dos
atributos do conceito sdo apresentadas (quando sdo) pelo professor ou pelo
texto didatico. Mas geralmente, o aprendiz esta envolvido de forma receptiva
¢ passiva no processo de aprendizagem. De modo a nos aproximarmos mais
dos processos de formagdo de conceilos, nos acrescentamos situagoes
controladas inovadoras em nossas investigagocs.

Os Exemplos "Bitrian" ¢ "Biguad"
Aqui a situagio de aprendizagem inicia com a definigio verbal de
um "conceito”. Nos inventamos as seguintes definigdes:

I. Um bitrian ¢ uma figura geométrica consistindo de dois
triangulos que possuem um vértice em comum. (Veja
Hershkowitz, Bruckhelmer & Vinner, 1987),

2. Um bigquad ¢ uma figura geométrica consistindo de dois
quadrilateros que possuem em comum um lado.

Solicitamos a metade de cada grupo (alunos e professorcs) que
identificasse bitrians ¢ biquads dentre um conjunto de figuras, ¢ a outra
metade que desenhasse dois bitrians e dois biquads, Cerca de 60%-70% dos
alunos ¢ 80%-90% dos professores identificaram os trés exemplos mais
"faceis” de cada conceito, ou desenharam pelo menos um exemplo de cada
conceilo corretamente (veja Figura 1),
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Figura |, Frequéncias dos tipos de bitrians e de biquads
desenhados pelos professores ¢ pelos alunos.

Se analisarmos as frequéncias dos bitrians ¢ dos biquads
desenhados pelos alunos ¢ pelos professores (PRE e ST), poderemos esbogar
duas conclusoes:

1. O fenbmeno do modelo protétipo. Cada conceito possui um
conjunto de atributos criticos (aspectos relevantes) ¢ um conjunto de
exemplos. Todos o0s cxemplos do conceito sdo matematicamente
equivalentes, no sentido de que eles satisfazem a defini¢iio do conceito ¢
contém todos os scus atributos criticos, mas eles sdo diferentes uns dos
outros visualmente ¢ psicologicamente. Fxistem "super"-exemplos -
prototipos - (Rosch & Mervis, 1975) que tendem a ser muito mais popnlares
do que todos os outros. (O bitrian mais popular, tanto na tarcfa de
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identificagdo quanto na tarefa de desenho, estd indicado na Figura 2a e 0
biquad mais popular estd indicado na Figura 2b.)

P A

Figura 2. Bitrian ¢ Biquad mais popularcs.

2. Os padries de comportamento cm relagio aos exemplos do
conceito na tarefa de desenho sdo muito similares entre alunos, professores
cstagiarios ¢ professores em servigo. Na tarcfa de identificagdo, os
professorcs de ambos os grupos tiveram desempenhos methores do que os
alunos, mas o padriio permaneccu similar. Encontramos um outro padrio
similar para outras andliscs destas tarcfas quando scparamos a populagio
entre as variaveis independentes de séric, sexo ¢ origem socio-cultural.

Nesta situagdo de aprendizagem, o conceito foi apresentado
verbalmente sem nenhum excmplo simples, ¢ novamente os resultados
demonstram que as criangas desenvolveram uma imagem conceitual correta,
mas incompleta. Nos niio podemos responsabilizar a incompletude de um
livio diddtico ou o conhecimento limitado do professor pois os conceitos
envolvidos aqui cram totalmente novos para todos. Mas estas descobertas
sio tipicas de criangas sobrc muilos conccilos geometricos basicos do
silabdrio geométrico primdrio ¢ até mesmo ginasial em muitos paises. A
selegiio fixa de alguns exemplos de conceitos € a negligéncia de outros
exemplos, parece ser um reflexo dos processos cognitivos que atuam de
forma semelhante sobre diferentes individuos.

Em seguida, continuaremos a descrever, através de resultados de
pesquisas, alguns clementos que desempenham um papel nestes processos

A Quantidade de Atributos Criticos de um Conceito

A maioria dos conceitos basicos em Geometria sio conjuntives; por
exemplo. um triingulo isésceles pode ser visto como a conjungdo dos
seguintes atributos criticos: (a) Um tridngulo (b) que possui dois lados (c)
que sio iguais. Na realidade se esta ¢ a estrutura conjuniiva ou ndo depende
do aprendiz ¢ do estagio de aprendizagem da Geometria Num estagio
inicial "um tridngulo” ¢ também uma conjungiio, cnquanto mais tarde cle ja
passa a scr considerado como uma entidade Gnica (Miller, 1956). Nio
darcmos prosseguimento a esta discussio, mas admitiremos que existe
alguma arbitrariedade no estabelecimento do nimero de atributos criticos.

No exemplo do biquad, nés temos uma conjuncio dos seguintes
atributos criticos: (a) dois quadriliteros, (b) que possucm um lado () em
comum. A Figura 3 mostra as respostas dos alunos de 5a. e 6a. séric 4 tarefa
de desenhar dois biquads.
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Figura 3, Respostas dos alunos de 5a. e 6a. series a tarefa
de desenhar dois biquads.

Os alunos B ¢ D "deram atengdo” apenas ao atributo (a), o aluno A
desenhou dois quadrilateros que tinham alguma coisa em comum, mas nio
um lado; o aluno C desenhou o lado comum mas com tridngulos € nio com
quadrilateros. Apenas o aluno E considerou os trés atributos criticos de um
biquad. Percebemos que os atributos criticos do biquad possuem alguma
coisa em comum com a formagao do conceito.
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Outra andlisc que mostra o cfeito da quantidade de atributos na
formagio do conceito csti apresentada na Figura 4.

(004

"IDENTIFICATION TASK

**DRAWING TASK

MEAN SUCCESS (%] IN IDENTIFICATION OR DRAWING COHCEPT EXAMPLES

ai

s 6 7 B PRE GRADE
e 145 126 129 142 28 N

Figura 4. O desempenho médio na identificagio ou no desenho dos
exemplos do conceito. (A quantidade de atributos criticos de cads conceito ¢
dada ao final de cada grafico do desempenho médio nas tarefas).
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Cada linha na Figura 4 mostra a percentagem dos acertos dos
diferentes subgrupos (séries: 5a., 6a., 7a. € 8a. ¢ professores em exercicio ¢
estagiarios), nas tarefas de identificagdo ou de desenho envolvendo um dos
conceitos investigados. Nas tarefas de identificagdo, solicitamos a0s sujeitos
que identificassem exemplos do conceito num conjunto de exemplos
positivos ¢ negativos. Nas tarcfas de desenho, solicitamos que cles
desenhassem alguns exemplos de determinado conceito. Os conceitos foram
analisados como conjuncbes de seus atributos criticos (a quantidade de
atributos criticos do conceito estd escrito ao final de cada linha na Figura 4).
A Figura 4 indica que existe uma correlagio negativa entre a quantidade de
atributos do conceito ¢ o desempenho médio nas tarefas. O desempenho
médio cresce, melhorando conforme a quantidade de atributos diminui.

As diferencas no desempenhio médio para os diferentes “tipos” de
conceitos sdo grandes para os alunos mais jovens (5a. séric) ¢ diminuem
conforme a série aumenta. As diferengas sio menores para os dois grupos de
professores. O fato de que, para cada subgrupo, os conceitos com a mesma
quantidade de atributos "s¢ agrupem" fortalece o argumento de que a
quantidade de atributos griticos é uma varidvel critica na formagio do
conceito. O fato de que o grifico do desempenho médio para as tarefas de
identificacdo dos biquads ¢ bitrians cair no agrupamento das "conjungdes de
3 atributos” fortalece esta descoberta. Ela mostra que o niimero de atributos
conduz a comportamentos semelhantes independente da experiéncia anterior
e do método de "ensino” do conceito.

Além disso, descobrimos que a mesma anilisc para o exemplo
prototipo de cada conceito mostra um padrdo muito semelhante; enquanto a
analise dos exemplos mais dificeis fornece um padrdo bastante diferente que
ndo apresenta o agrupamento mencionado. As descobertas anteriores ndo
cram inesperadas, mas clas levantam uma questdo crucial: Como a
quantidade de atributos criticos de um conceito afeta a formagdo do conceito
via codigos visuais, codigos analiticos ou combinagio de ambos?

Nas tarcfas do biquad ou bitrian, por exemplo. quando a definigdo
verbal foi dada e o aprendiz criou sua imagem conceitual dirctamente,
podemos assumir que o pensamento analitico foi utilizado. Mas, o fato de
que uma figura fixa era o conceito (o fendmeno do protétipo) para muitos
aprendizes fundamenta a suposi¢io de que os clementos perceptivos-visuais
também desempenham algum papel na formagiio do conceito. O fato de que
os graficos dos desempenhos médios na identificacio ou no desenho dos
exemplos mais dificeis de cada conceito ndo exibir nenhum padréo de
agrupamento, como na Figura 3 ¢ uma evidéncia adicional de que ndo se
trata de um processo puramente analitico. Tentaremos nos aproximar mais
desta questdo através da andlise de alguns outros exemplos.
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Elementos Visuais na Identifica¢do de Tridngulos Isésceles ¢
Tridngulos Retingulos A colegdo de tridngulos na Figura 5 serviu a duas
tarefas: a identificagdo de triingulos retingulos ¢ a de tridingulos isdsceles.

A/LVD g
b@/éﬁ

Figura 5. Triingulos da Tarefa de Identificagio de Isosceles ¢ Retingulos

Na Figura 5 existem trés triingulos retingulos (e, f ¢ g) em trés
orientagdes diferentes ¢ quatro tndngulos isosceles (b, ¢, € ¢ i) novamente
em  orientagdes diferentes. As descobertas  (veja  Hershkowitz, 1987,
Hershkowitz et al., 1987) mostram um forte efeito negativo do sistema de
referéncia (neste caso, os lados "verticais ¢ horizontais" da pagina). O
exemplo popular (o prototipo) entre os tridngulos retingulos ¢ o tridngulo
(e). cujos lados perpendiculares estio numa posigio vertical-honizontal, ¢
tanto os alunos quanto os professores sentiram muita dificuldade na
identificagdo de outros exemplos positivos (f e especialmente  g).
Similarmente mas menos extremo, o tridngulo isdsceles prototipo € (b), que
se "apoia" em sua base (base horizontal), ¢ o desempenho de identificagdo ¢
reduzido para os tridngulos (c). (e) ¢ especialmente (1).

Este efeito da orientagiio ¢ bem conhecido (por exemplo, Fisher,
1978) ¢ ¢ um exemplo de um processo perceptivo visual cm que os sujeilos
(os alunos ¢ at¢ mesmo os professores) consideram uma figura como um
exemplo de um conceito através de um julgamento visual. O individuo nio
pode manter um item separadamente do campo em que esta presente - sua
vizinhanga (Bryant, 1974; Witkin ¢t al., 1977). Em outras palavras, nos
temos aqui um fendmeno prototipo, onde o prototipo é um resultado de
nossas limitagdes perceptuais viswais que afetam a  habilidade de
identificagdo dos individuos - tanto alunos quanto professores. Esta
conclusdo estd baseada no fato de que fornecer a definigdo verbal do conceito
a metade dos sujeitos de cada subgrupo, nio teve nenhuma influéncia sobre
o desempenho nas tarefas.
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Julgamento Visual ¢ Ndo-Visual no Exemplo dos Quadrildteros

A tarefa (Vinner & Hershkowitz, 1983) era: Entre as scguintes
figuras (Figura 6) indique aquelas que sio quadriliteros. Para cada figura
que nido ¢ um gquadrilitero explique o porqué.

ATZAQ

' B iii iv v

Figura 6. Figuras da tarefa de identificagdo de quadrilateros,

O exemplos do conceito e os atributos criticos serfio ligeiramente
diferentes para diferentes  definigdes de quadnliteros. Entdo, "um
quadrilitero ¢ uma t;igun fechada de quatro lados" inclhu a figura v
como exemplo, enquanto "uma figura fechada de quatro lados cujos lados
nilo se interceptam'' ndo inclui,

Como poderiamos esperar, uma melhoria consideravel com a faixa
ctaria na identificagiio da figura v (quadrildtero convexo) ¢ na figura ii
(quadrilitero concavo) foi observada na populagdo de alunos (de 37% na Sa.
série para 82% na 7a. série para a figura v e de 20% para 70% para a figura
i), Alguns professorcs ndo aceitaram cstas figuras como exemplos de
quadrilateros. Por outro lado. em todas as sérics. a maioria dos alunos
identificou um quadrado como um quadrilitero e 0 mesmo ¢ verdadeiro para
quase todos os professores. "Comportamento constante” também  foi
encontrado na identificagdo da figura nio fechada iii ¢ da figura iv, que
possui lados que se interceptam. Para a maioria dos alunos (cerca de 90%)
nos diferentes grupos ctarios, ¢ para a maioria dos professorcs, estas duas
figuras eram contra-exemplos.

Aqui, novamente nds temos o fendmeno prototipo. Mas ele diminui
dramaticamente com a idade (série escolar). A anialise das justificativas dos
alunos de porque uma determinada figura nido ¢ um quadrilitero fornece
algumas informagdcs sobre a naturcza do fendmeno de protdtipos. Nos
identificamos algumas categorias bastante claras sobre os diferentes tipos de
raciocinio:

| Raciocinio visual bascado na aparéncia de toda a figura (primeiro
nivel de van Hiele). Por exemplo. "ndo parece com um quadrilatero; cle se
parece com dois tningulos”". Este tipo de raciocinio pode conduzir a
respostas corretas ou incorretas.



2. Raciocinio bascado em atributos ndo criticos, geralmente
atributos de apenas um exemplo prototipo. Por exemplo, "Todas as figuras,
exceto o quadrado, ndo sdo quadriliteros porque elas podem ter lados 1guais
mas nio possuem dngulos iguais,”

3. Raciocinios bascados em atributos criticos. Por exemplo, "ndo ¢
um quadrili-tero porque ndo € fechada, portanto ndo ¢ um poligono, e todo
quadrildtero € um poligono,"

As duas ultimas categorias podem ser consideradas refletindo o
segundo nivel de van Hicle, porque os alunos usaram atributos em scus
raciocinios. Quando o raciocinio estd bascado em atributos nido criticos, cle
conduz a respostas incorretas, ¢ quando o raciocinio estd bascado cm
atributos criticos, cle conduz a respostas corretas.

Na Figura 7. nos ilustramos a variagiio com a faixa ctdria (séric
cscolar) da frequéncia percentual das trés categorias de Justificativas para
figura iii, a "figura aberta”. A frequéncia de Justificativas baseadas no
Julgamento visual (1) ¢ pequeno, mas ndo desaparece completamente mesmo
entre os professores, enquanto a frequéncia de justificativas bascadas em
Julgamentos niio-visuais (2 ¢ 3) ¢ bastante clevada. A frequéncia de
Justificativas corretas bascadas nos principais atributos conceituais (3) cresce
dramaticamente da Sa. séric para a 7a. séric ¢ entdo, torna-se estivel. mas
diminui para os professores. A frequéncia de justificativas incorretas
bascadas no protétipo (2) diminui ¢ desaparece completamente para os
professores.
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Figura 7. Frequéncias das catcgorias das justificativas dos respondentes que
afirmaram que a "figura aberta”
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(Figura 5) ndo ¢ um quadrilitero.

Elementos Visuais ¢ Nio-Visuais no Exemplo da Altura de Tridngulos

O préximo exemplo € mais complicado; a tarefa era desenhar a
altura em relagdo ao lado "e" em cada um dos I4 tridngulos de 4 tipos
diferentes: isosceles, acutiangulo, obtusingulo ¢ retingulo. Existem trés ou
quatro triingulos de cada tipo em diferentes orientagoes. O desempenho para
os tridngulos do mesmo tipo em diferentes orientagdes ¢ muito semelhante -
indicando que o efeito de orientagdio (ou sistema de referéncia) ndo esta
presente aqui. Isto sugere que o processo de formagio do conceito neste caso
¢ diferente daquele no tridngulo retdngulo. Alguns exemplos de respostas
incorretas desta tarefa sdo ilustrados na Figura 8.
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Figura 8. Alguns cxemplos de respostas incorretas da tarefa da altura de
triangulos.

55



Nés podemos analisar as respostas de acordo com 0s atributos
criticos da altura de tridngulos: (a) A perpendicular (b) que passa pelo
vértice (c) oposto ao lado a ou (d) a sua extensio.

Os alunos B e D consideraram apenas dois atributos criticos, ¢ 0
aluno A apenas um. Mas o aluno B descnhou sistematicamente uma
mediana ao lado a ¢ 0 aluno D desenhou o bissetor perpendicular. O aluno A
também desenhou sistematicamente algum scgmento interior do tridngulo a
partir de um dos vértices do lado a. O aluno C desenhou a altura em relagiio
a0 lado @ nos dois primeiros tridngulos, mas no tridngulo obtusingulo, onde
a altura ¢ externa ao tridngulo, ¢ no tridngulo retingulo, onde a altura ¢ um
dos lados. ele desenhou uma altura em relagio a outro lado diferente de a,
provavelmente para obter uma altura interna ao tridngulo.

A maioria dos alunos e alguns dos professores possui uma imagem
conceitual da altura de tridngulo que contém apenas segmentos interiores 40
tridngulo. Para um tridngulo isosceles isto geralmente conduz a respostas
corretas, porque a altura ¢ a mediana ¢ o bisctor perpendicular também. Nos
tridngulos acutingulos, a resposta correla também ndo contradiz csta
imagem visual. Mas nos outros dois tipos dec tridngulos, esta imagem
conceitual pode conduzir apenas a respostas incorretas.

A Figura 9 mostra a frequéncia dos tipos de respostas dos alunos
para os tridngulos obtusingulos ¢ retingulos ao longo das sérics. A
quantidade de alunos que ndo respondeu a csta tarefa foi bastante clevada
nas Sa. ¢ 6a. séries, diminuiu dramaticamente na 7a. série ¢ ainda mais na
8a. séric. Isto parece ser reflexo do ensino. Este topico ¢ ensinado ao final da
6a. série, sendo repetido como parte do ensino dos calculos de drcas nas 7a.
¢ $a. séries. A interpretagdo desta curva “"sem resposta” € que os alunos
comegaram a pensar que eles sabiam o conceito. Mas o que, de fato, cles
aprenderam?

A quantidade de alunos que tinham formado o conceito
corretamente aumenta de acordo com a scriagdo, como poderiamos esperar,
mas mesmo na 8a. séric ainda ¢ menor do que 30%. Em paralelo, existe
outro grupo cuja quantidade aumenta - aqueles que formaram o principal
conceito errénco de que a altura do tridngulo é um scgmento interior do
tridngulo. A frequéncia de "outros erros” ndio mostra nenhuma tendéncia
clara ao longo das sérics, mas também ¢ bastante clevada. Antes da
aprendizagem formal, a maionia da populagdo (5a. e 6a. séries) admitem que
cles ndo estdo familia-rizados com o conceito ¢ eles ndo produzem nenhuma
resposta. Daqueles que responderam, a maioria produziu respostas incorretas
¢ asistematicas. A aprendizagem formal, pelo menos nesta fase, produz dois
grupos - aqueles que formaram o conceito correto ¢ aqueles que formaram o
“conceito  errdneo  dominante”, enquanto que a  quantidade
daquelesqueproduziram "outros" conceitos crroneos € estavel.
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Figura 9. Frequéncias das respostas ao teste da altura para os tridngulos
obtuséingulos ¢ retingulos.

Parece razoivel assumir que muitos alunos (c alguns professores)
formam um protétipo para a altura - um segmento interno ao tridngulo. Eles
ndo podem desenhar uma altura que contradiga esta imagem visual que cles
desenvolveram, e desta forma desenham incorrelamente segmentos internos
a0 triangulo,

Discussies

Os conceitos matematicos sdo  derivados de sua  definigdo
Matematica. A definigio Matemdtica estabelece um corte claro ¢ preciso na
distingdo entre as instincias que sio exemplos daquele conceito ¢ os
exemplos que ndo sio.

Os exemplos dos conceitos basicos na Geometria sdo figuras
geométricas. O processo de desenvolvimento do conceito inicia desde a
primeira infincia e existe uma concordincia geral de que as criangas mais
Jovens captam primeiro a aparéncia total da figura e isto ¢ realizado através
dc codigos visuais (veja. por exemplo. a teoria de van Hiele em Crowely,
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1987). Esta visualizagio ¢ um instrumento necessario na formagio dos
conceitos geométricos.

Por outro lado, diferente do julgamento bascado na definigio
Matemitica, o julgamento visual ndo faz um corte claro distintivo entre os
exemplos conceituais ¢ outras instincias. Ao contririo, ela coloca algumas
limitagdes na habilidade individual de formar todos os exemplos conceituais.

Nos discutiremos este ponto, usando os scguintes resultados. Nos
descrevemos anteriormente alguns exemplos do comportamento de alunos
(entre 54. ¢ 8a, sérics) o de professores em larefas geométricas. Em cada
tarefa, nos tinhamos um exemplo que cra muito mais popular do que os
outros - 0 exemplo prototipo. Sc nos examinarmos os exemplos prototipos,
nos encontraremos em cada um deles. alguns atributos especificos, além dos
atributos criticos do conceito (aqueles atributos que cada cxemplo positivo
do conceito deve possuir), que sio dominantes ¢ que "desviam ¢ distircem
nossa atengdo". Por exemplo, (a) a posigdo vertical-horizontal do trifingulo
retangulo prototipo; (b) os quatro lados iguais ¢ 0s quatro angulos iguais do
quadrado como exemplo de quadrildtero, (¢) o atributo de ser interno ao
triangulo do conceito de altura, e (d) o atributo de estar sobre 4 mesma reta
para os lados dos biquads ou bitrians.

Parece razodvel assumir que o atributo adicional do exemplo
prototipo, desvia nossa atengiio porque cle ¢ visualmente muito forte (Fisher,
1978) ¢ geralmente ¢ registrado em nossas mentes cspontancamente através
de codigos visuais.

Nos encontramos que quando as cnangas formam suas imagens
conceituais, elas geralmente estio com este primeiro exemplo protdtipo em
mente. Isto for descoberto usando uma escala Guttman de analise das
respostas dos diferentes grupos ctarios nas tarefas de identificagio ou de
desenho. A escala de Guttman de andlise dos resultados das tarcfas do
biquad ¢ do bitrian também indicam que os individuos geralmente ndo
formam nenhum exemplo do conceito a menos que eles ja tenham formado o
exemplo protolipo. Estas descobertas estdo relatadas em Hershkowitz ¢
Vinner, 1983

Como. cntdo, as criangas ampliam suas imagens conceituais além
dos exemplos prototipos? Nos identificamos alguns lipos diferentes de
comportamento.

1. O exemplo prototipo ¢ usado como o sistema de referéncia e o
Julgamento visual é aplicado a outras instincias. Isto parecc ser o
comportamento mais comum na identificagio dos triingulos retingulos,
onde os sujeitos falharam na identificagio dos exemplos que contradizem o
prototipo vertical-horizontal, ¢ na tarcfa da altura dos tridngulos, onde os
sujeitos falharam ao desenhar alturas que contradizem sua imagem
conceitual de altuura interna,

2, O exemplo protdtipo ¢ usado como o sistema de referéncia, mas o
sujeilo baseia seu julgamento nos préprios atributos do protéupo ¢ tenta
impor esies atributos aos demais exemplos do conceito. Quando isto ndo é
possivel, ele ndo aceita a figura como um exemplo do conceito.
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3. Os atributos criticos sdo usadosa como sistema de referéncia na
formagdo dos conceitos geométricos. Neste caso, existe uma chance de que o
individuo formard imagens conceituais que esicjam menos visualmente
bascadas (ou mesmo que scjam completamente ndo visuais).

Em ambos os tipos | ¢ 2, o exemplo protdtipo ¢ considerado como o
representante do conceito, ¢ os sujeitos julgam todos os exemplos pela sua
“distincia” visual deste representante. Temos aqui, julgamentos protétipos
que se aproximam da imagem conceitual; nas palavras de Fisher, cles criam
"conceitos visualmente baseados" (Fisher, 1978). O fendmeno dos "conceitos
visualmente bascados” expressa a si mesmo em nossos cstudos no fato de
que as respostas aos cxemplos mais dificeis ndo apresentam o padrio de
agrupamento que foi encontrado para o desempenho médio das respostas de
lodos os cxemplos (Figura 3) ¢ para os exemplos mais ficeis, As respostas
para os exemplos mais dificeis eram principalmente um produto da
tendéncia visual.

Nos podemos interligar os diferentes tipos de comportamento ao
modelo de van Hicle. O primeiro tipo ¢ puramente visual (isto ¢, o primeiro
nivel de van Hiele). O segundo tipo estd baseado na formagdo visual do
prototipo, mas o julgamento cstd baseado incorretamente sobre os atributos
dos protitipos. Isto pode representar uma transigiio do primeiro nivel de van
Hiele para o segundo, mas contradiz a discretude dos niveis declarada por
van Hiele. O terceiro lipo claramente representa o segundo (e até mesmo o
terceiro) nivel de van Hiele,

No exemplo dos quadriliteros, nés vimos o0s trés tipos de
Julgamento. O comportamento Tipo 2 cra bastante clevado para os alunos da
Sa. séric, diminuindo com a idade ¢ desaparccendo completamente nos
professores. O comportamento Tipo 3 aumenta dramaticamente da Sa. séric
para a 7a. série. Mas o comportamento Tipo | era bastante cstivel e pequeno
entre os diferenles grupos de alunos e de professores, Podemos concluir que
o comportamento difere conforme a experiéncia ¢ o conhe-cimento de
determinado conceito

Neste estudo, nés descobrimos que o comportamento sofre
modificagbes de um conceito para outro. Por excmplo, os alunos e
professores que demonstraram comportamento analitico (Tipo 3) na tarefa
dos quadrilitcros falharam ao identificar o tridngulo retingulo numa
oricntagdo diferente do vertical-horizontal.

Quais sfio as implicagdes para o ensino? E descjivel que os alunos
basciem seus julgamentos ¢ raciocinios nos atributos criticos (definigbes) e
que superem todas as tendéncias visuais. Mas as criangas nos estdgios
iniciais podem criar suas proprias imagens conceituais apenas visualmente,
Como a formagdo de um conceito visualmente tendenciosa pode ser
prevenida neste estagio visual?

Nés descobrimos uma variedade completa de visdes entre dois
pontos de vista extremos: O primeiro, como nos estudos russos (por
exemplo, Zykova, 1969), tende a colocar a responsabilidade sobre a limitada
experiéncia visual que nos oferccemos as criangas através dos materiais €
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métodos instrucionais, e tenta ampliar as imagens conceituais bascadas
visualmente enriquecendo  as  experiéncias  visuais  (mais  exemplos,
orientacoes diferentes, etc.) O segundo ponto de vista extremo coloca a
responsabilidade sobre nossas limitagdes percepluais; isto ¢, o individuo ird
impor suas tendéncias visuais sobre sua imagem conceitual, independente da
riqueza dos exemplos conceituais que cle tenha encontrado (Usiskin, 1987).

Nos acreditamos que existem evidéncias de que o processo real esta
em algum lugar entre cstes dois pontos de vista. Em qualquer caso,
deveriamos fornecer um "universo” tdo completo quanto possivel ¢ intramea-
lo no ensino desdc os estagios mais iniciais. Mais tarde, deveriamos
encorajar as estratégias de ensino em que os atributos criticos sejam
utilizados de formas diferentes ¢ vividas; por exemplo, o conceito ¢ formado
pela aprendizagem de tentativa e erro através de uma sequéncia de exemplos
positivos e negativos, O aprendiz adquire o conceito - os atributos criticos
um a um - através do feedback das tentativas em cada etapa da sequéncia
(veja Hershkowitz et al. 1987)
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ATIVIDADES COM PROFESSORES
BASEADAS EM PESQUISAS COGNITIVAS
Rina Hershkowitz, Maxim Bruckhelmer & Shlomo Vinner

Introducio

Um conhecimento geométrico basico ¢ fundamental para que a
crianga interaja efetivamente com seu ambiente, como também para que ela
inicie um estudo mais formal da Geometria. Este conhecimento bésico, que
compreende conceitos geométricos, seus atributos ¢ relaghes geométricas
simples deveriam, em geral, ser adquiridos (desenvolvidos) através de
experiéncias (vivéncias) geométricas antes do ensino secundario,

Se as crnangas devem aprender cstes fundamentos, entio ¢
importante que os professores da escola elementar estejam confortiveis com
estas idcéias ¢ as manciras de auxiliar/orientar as criangas neste processo.
Mas as pesquisas (Hershkowitz ¢ Vinner, 1984) tém mostrado que os
professores possuem padrdes de concepgdes errdncas similares aos dos
alunos do segundo segmento (5a. a 8a. séries).

Apos descrever alguns padries de semelhanga entre as concepgdes
crroneas dos alunos e dos professores, nos discutiremos algumas atividades
para professores que podem ndo apenas ajudi-los na aprendizagem de
conceitos geométricos mas também fornecerio um modelo muito Gtil do
ponto de vista de aplicagio em sala de aula.

Exemplos de Imagens Conceituais Geométricas
Apresentadas por Alunos ¢ por Professores

A nogilo de imagem conceitual foi introduzida como a colegiio de
imagens mentais que um individuo possui de um determinado conceito
(Vinner ¢ Hershkowitz, 1980). A Imagem Conceitual de um individuo pade
ser completa, parcial ou incorreta. Uma imagem conceitual parcial nio
possui todos os aspectos incluidos na definigio do conceito. Uma imagem
conceitual incorreta inclui ftens que ndo pertencem a definigiio do conceilto.

Os exemplos que se seguem foram aplicados a 518 alunos (entre a
5a. ¢ 8a. séries). 142 professores primdrios em estigio (PRE) ¢ 25
professores primirios em exercicio (ST) em Istacl. As respostas destes itens
nos permitiu comparar as imagens conceituais de alunos ¢ de professorcs
envolvendo certos conceitos geométricos ¢ identificar alguns possiveis
fatores que influenciam sua formagio.

Exemplo 1: O Conceito de f\ngglo

Se as criangas compreenderem o conceito de um dngulo, entdo clas
perceberam que o desenho de um dngulo numa pagina de papel representa
apenas parte daquele dngulo. Esta compreensdo foi verificada através da
questiio apresentada na figura 1.
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Figura 1. Tarefa sobre Concepgio de Angulo
¢ Resultados.

Os resultados sugerem menos da metade dos alunos concebem um
angulo como uma "entidade nfinita”. (de 25% na quinta séric para 50% na
oitava séric). De modo semelhante, apenas um pouco mais da metade dos
professores (68% dos professores em estagio e 55% dos professores em
exercicio) tinham o conceito correto de um dngulo,

Excmplos 2 ¢ 3: Altura de um Tridngulo ¢ Diagonais de um Poligono

Em tarefas que requeriam o desenho de uma altura em diferentes
tipos de tridngulos ou todas as diagonais a partir de um vértice de um
poligono concévo, os professores (ST ¢ PRE) tiveram um desempenho
apenas um pouco melhor do que os alunos. Muitos professores, como muitos
alunos, possulam Imagens conceituals incompletas ou imagens conceituais
que incluiam clementos incorretos. Aqui temos dois exemplos:
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a) Quando solicitamos que professores ¢ alunos desenhassem a
altura em relagdo ao lado @ no tridngulo obtusingulo (figura 2), alguns
desenharam a mediana do lado a ¢ outros desenharam o bisctor
perpendicular de a. A incompletude desta imagem conceitual ¢ sua aplicagio
incorreta foram expressas exatamente da mesma maneira pelos alunos.

e

Figura 2. Tridngulo Obtusingulo.

b) Professores, como também alunos, desenharam apenas as
diagonais interiores do vértice A dos poligonos concivos (Figura 3). No caso
do quadrilitero conc6avo (figura 3c), a nogdo "interior” de suas imagens
conceituais de uma diagonal provocaram perturbagdes, confundindo o
conceito, Rejeitando a possibilidade de uma diagonal exterior, ou eles ndo
desenharam nada (40% dos alunos; 12% dos professores) ou desenharam
algo parccido com a linha tracejada na figura 3c. (53% dos alufios; 49% dos
professores),

dm) {b) ey

Figura 3. "Diagonais” de Poligonos Concivos

lo 4: O Impacto do Fator de Orientagiio (Inclinacio
O gréfico da Figura 4 mostra uma comparagiio entre a identificago
de um trifingulo retingulo em rés oricntagbes diferentes feitas por
professores ¢ por alunos. (Na atividade, cles tinham que identificar todos os
tridngulos retingulos numa determinada colegéio de triingulos),

y :




s & &8 3

s

(%) Rewoomes Corretas na Tarvls do Mentificacso

Figura 4. Desempenho de alunos e
de professores na identificagio
de tridngulos retingulos.

Embora, os professores tenham tido um desempenho bem methor
do que os alunos, como esperado, as suas respostas também exibem o mesmo
padrio que os alunos. Desta forma, scus desempenhos foram melhores
quando o dngulo reto estava orientado verticalmente (como desenhado
normalmente), diminuiram quando o dngulo reto foi girado de 450 . ¢
diminuiram drasticamente quando o Angulo reto estava no "topo" da figura.
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Exemplo 5: O "Bitrian"

O objetivo deste ftem era investigar o papel de uma definicio verbal
na formagdo do conceito relevante. Nos apresentamos a seguinte definigdo:

Um "bitrian" ¢ uma figura geométrica consistindo de dois tridngulos
que possuem um vértice em comum. (Um ponto estd servindo como
vértice para dois tridngulos).

Metade de cada um de nossos grupos (alunos e professores) recebeu
a tarefa de identificar bitrians entre outras figuras, ¢ a outra metade dos
grupos recebeu a tarcfa de desenhar dois bitirans diferentes. As frequéncias
das figuras construidas pelos professores (PRE ¢ ST) ¢ pelos alunos esta
indicada na figura 5. O padrio dos professores ¢ dos alunos ¢ muito
semelhante em ambas as tarefas do bitrians (Hershkowitz ¢ Vinner, 1984)
Em ambas as tarefas, os professores e os alunos partiam do mesmo ponto: o
conceito cra novo para todos (professores ¢ alunos). A definigdo verbal
apresentada criou imagens conceituais muito semelhantes em ambas as
populagdes. Isto €, a frequéncia relativa dos exemplos dados ao conceito
mostram o mesmo padrdo em ambas as populagdes. Em termos de validade
matemitica ndo ha nada que distingua o bitrian (i) da figura 5 do bitrian (v),
por exemplo, mas parece haver uma consideravel diferenca psicologica.

—

8 8 g 2

Freguincic como % oe todcs o figuice

-
2

Figura 5. As frequéncias percentuais das figuras bitrians desenhadas pelos
professores e pelos alunos.

66



Os excmplos anteriores. que sdo parte de um estudo bem s
amiplo. fornecem evidéncias do baixo nivel do conhecimento envolvendo as
liznris geomctricas basicas ¢ seus atributos que os alunos passucin ao final
di escola clementar ¢ no inicio do scgundo scgmiento. Os estudos bascados
s teortas de vam-Hicle (Usiskin, 1982 Holer. 1983) 1ém mostrado que isto
provoca muitas  dificuldades em  nivess mais altos  da aprendizagem
ccometric Esie baivo nivel de conhecimento geométrico que também for
cncontrado em professores  da escola clementar {em formugio ¢ cm
esctaaco) em Israel levantam - dividas - sobre  sua capacidade  de
machlicar/iransformar esta sitnagao. Existe umi necessidade obvia dos
professores em formagao ¢ em exeraico participarem de anividades
civolvendo os conceitos geomeincos basicos ¢ seus atributos,

Ui ponto amda mens critico ¢ a similandade evidenciada entre os
professores ¢ os alunos nos padrocs de imagens concenuals mcompletas ou
ncorrekss Isto nos fez levantar o conjectura de que os processos de
formagio de concentos geométricos ¢ os Lores que intbem esta formagio
At de forma semelhante nos individuos: alunos. professores estagiarios ¢
professores em exercicio. Parcce que existe wma necessidade de lornar o
professor. ¢ o fuuro professor. familiares com cstes pProcessos ¢ suas
conceproes crroncas associadas. Estas conclusocs servem de base para as
atvdades apresentadas a seguir,

Atividades Para Professores

Ao plancjarmos ¢ desenvolvermos este trabalho para profcssores em
senvigo. nos adotamos o ponto de vista de que ensinar os professores da
mesmi forma que cles tinham sido  anteriormente  cnsinados.  seria
imclicienie. aborrecido ¢ insultante, Nos parccen razoavel SUpOr que se os
professores se lornassem explicitamente conscientes das imagens conceituais
mcompltas ou incorretas.  cles  estariam  numa melhor POSICAO  para
compreender as causas dos erros ¢ concepgdes proprias dos alunos ¢ desta
lormi. esturiim melhor preparados para intervir adequadamente sobre a
lormagiao dos concentos geométricos em suas salas de auly, Portanto. nos
claboramos atividades que permutissem :o0s professores adquirirem conceitos
HCOMICIICOS como  também  compreenderem os processos ¢ dificuldades
civolvidos i formagio conceitual. Os objetivos explicitos das atividades
criim

L. mclhorar as imagens conceituais dos prolessores sobre alguns

CONCCIOs Beometncos.

2. desenvolver a compreensiao do professor do:

- papel da definigao conceitual,
- papel dos exemplos conceituais ¢ contra-exemplos
relevantes;
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- papel dos atributos criticos ¢ atributos nio-criticos. (*)
3. modelar estratégias de ensino adequadas a sala de aula,
4. fornecer cxperiéncias na avaliagio das dificuldades ¢ das
concepgdes erroncas dos alunos.

Nés incluimos duas amostras de ativi-dad&s ¢ as reagdes tipicas de
um grupo de 20 professores primirios que mantinham um enconiro de
estudos semanal conosco. durante o periodo escolar.

Atividade 1: O "Trianquad"

Fase 1. Uma discussdo ndo estruturada foi mantida sobre os modos comuns
de ensino dos conceitos geométricos basicos  desde a pré-cscola, com
especial interesse sobre o papel da definigdo, dos excmplos conceituais, ¢ 0s
modos de representagio dos exemplos na sala de aula ¢ nos livros diditicos

Fase 2. O exercicio do "Trianquad" foi dado aos participantcs (vide Figura
6) como uma possivel estratégia de ensino (Herron et al.. 1976). Esta tarcfa
apresenta a formagdio de um conceito através dc sucessivas lentativas,
usando um conjunto dc cxcmplos e contra-cxemplos. O participanic
gradualmenic descobre que atributos um trianquad deve ler ¢ quais nio
precisa ter (mas pode ter) ¢ quais ndo pode ter. Ao final. ¢ solicitado a
definigdo de um trianquad,

Dezessete dos vinte professores redigiram uma definigho  que
incluia os trés atributos criticos do trianquad (uma figura geomctrica
consistindo de um quadrilatero ¢ um triangulo com um vEruee ¢m comum).
Os restantes trés profcssores apresentaram crros cm um dos atributos,

Quatro dos dezesscte  professores  adicionaram  informagocs
desnecessarias ou incorretas bascadas em atribntos nio criticos de excmplos
pariicularcs. Aqui temos alguns cxemplos:

* As liguras podem cstar contidas uma na outra. sobreporem-se on

estarcm separadas uma da outra. (Correta, mas desnecessaria)

* O tnangulo ¢ menor do que o quadnlatero. (Incorrcto)

* O trianquad ¢ um poligono de 7 lados. (Incorreto)

Convém mencionar que o habilidade dos professores de verbalizar a
delinigao era muito melhor do que os alunos de 6a. ¢ de 8a. sérics numa
atividade scmelhante,

(*)Atnbutos criticos (relevantes) sdo agqueles atnibutos que um exemplo deve ter de
mode a ser wn exemplo de determinado  concetto. Atributos  ndo-criticos
(irrelevantes) sio aqueles atributos que apenas exemplos particulares possuem
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modo a ser um exemplo de determinado conceito. Atributos ndo-criticos (irrelevantes)

(*)Atributos criticos (relevantes) sfo aqueles atributos que um exemplo deve ter de
sdo aqueles atributos que apenas cxemplos particulares possuem,

69



Fase 3. Foi feita uma andlise do exercicio do trianquad através de uma discusséio
orientada. Transcrevemos a seguir alguns trechos desta discussio (PE denota o
pesquisador ¢ P os professores).

PE: Como o conceito de um trianquad ¢ desenvolvido nesta
atividade?

P: Através do exemplos,

P Alguns deles cram crros - os exemplos niio cram verdadeiros.

P "Eles" indicavam 08 nossos erros.

P Havia um feedback também . (uma resposta imediata).

A discnssiio continuon sobre ns delimgbes de um  tnanquad.  Nos
discutimos porque “paligonos de sete lados" ern uma delinigho mcorretn (nos nio
temos 7 lados no exemplo 10 ¢ mesmo asiim este ¢ um tnanguod), e assim por
dimte.

P: E sobre o vértice em comum; s6 pode ser apenas um?

PE: Qual ¢ a opinido de vocés?

Virios Professores:

Sim. Nio. Eu escrevi apenas um, Ndo. Eu escrevi pelo menos um...
P: "Eles" ndo nos deram um cxcmplo de um trianquad que tivesse

mais de um vértice em comum, como este — _ por exemplo, assim ¢
apenas um.

P: Sim, mas por outro lado, "eles" ndo nos deram um exemplo com
2 vértices em comum, dizendo que ndo € um trianquad, portanto nos nio
sabemos.

Desta forma, a discussdo caminhou naturalmente nos levando s
caracteristicas de uma definigiio conceitual. Nos concordamos que Luis definigdes
deveriam ser mimmas por um lado, mas sem ambiguidades de outro. Em outra parte
da discussdio, a questio das caracteristicas dos excmplos ¢ dos contra-exemplos foi
levantada,

PE: Para que itens (nGmeros) suas hipoteses estavam crradas ¢

porqué?

P: Eu fiz uma hipdtese errada para o niimero 5 )'< porque ele nio
era um quadrilitero "regular”,

P: Eu errei o nimero 7 0 porque cu Live a impressdo de que os
lados estavam em linha reta.

P: Os exemplos iam nos cnsinando, mas por outro lado, nos
tinhamos que ser muito cuidadosos.

P: O nimero 10 =7 nio estava claro. Eu ndo crrei nele, mas foi
dificil para cu accita-lo porque eu via a figura apenas como um pentagono ¢
um trigangulo com um lado em comum.

Vemos que os professores perceberam o efeito perturbador que
alguns atributos dos exemplos podem provocar (tais como os atributos nio
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criticos na figura niimero 7), ¢ os fatores perceptivos (como no niamero 10)
que inibem nossa habilidade de reconhe-cer alguns exemplos do conceito.

Fase 4. No6s usamos o exercicio do trianquad como um modelo de
aquisigio/construgdo de um conceito. Nés escolhemos conceitos cujas
imagens nao estavam bem desen-volvidas para as populagdes de alunos ¢ de

professores. Um exemplo involvia desenhar a altura em relagio a um lado
num determinado tridngulo (veja Figura 7).

| >
N 4
LS = I

Figura 7. Os triangulos apresentados na tarefa de altura de tridngulos.
No inicio. o pesquisador ¢ os professores analisaram juntos o conceito de
altura de um triingulo, ¢ entfio o pesquisador apresentou alguns erros tipicos

dos alunos ¢ discutiu estes erros com os professores. A figura 8 mostra a
resposta de um aluno.

(h (I‘I) {iiy

Figura 8 "Alturas" desenhadas pelo mesmo aluno.
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PE: O que vocés acham deste aluno? O que ele desenhou?

P: Ele acertou no tridngulo isésceles (nimero i) ¢ no scgundo
(nimero ii). '

P: No tridngulo obtusingulo (niimero iii) ele decidiu que o vértice
cstava em

baixo.

P: Assim era mais facil para ele.

P: Aqui a altura solicitada ought exige a extensdo do lado a. A
necessidade de uma altura externa ndo esta clara para o aluno.

Como trabalho de casa, solicitamos que os professores criassem
uma atividade que desenyolvesse o conceito de altura, usando o exercicio do
trianquad como um modelo ¢ os erros do aluno como base para 0s contra-
exemplos relevantes Uma andlise dos trabalhos de casa mostrou que a
maioria deles contruiu um conjunto equilibrado de cxemplos ¢ contra-
exemplos (0s erros comuns) numa ordem olgica razodvel.

Um més apos csta atividade, solicitamos que os professores
desenhassem as alturas do mesmo conjunto de tridngulos (Figura 7). Desta
vez. todos os vinte responderam corretamente a todos os tipos de tridngulos
enquanto antes apenas 8 tinham acertado corretamente todas as alturas dos
tridngulos,
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Atividade 2: Quadriliteros

Fase 1.

A figura 9 foi apresentada ¢ os participantes tiveram que criar trés
defini¢des diferentes para os quadriliteros nos conjuntos A, B e C. Observe
que cada um dos quadrildteros ¢ representativo de um nimero infinito de
tais figuras incluidas em cada um dos conjuntos A, B ¢ C, Como usual, o
diagrama de Venn ¢ utilizado para mostrar a inclusdo entre os conjuntos,
(istoé: Ag Bg ).

Figura 9. Conjuntos
de Quadriliteros.

Parte da discussdo que envolveu a verbalizagho da definigio dos
quadrilateros incluidos apenas no conjunto A foi a seguinte:

P: "Quadrilateros” com lados paralelos, ..

PE:2217

P: Apenas por acaso...

PE: 7777

P: Uma figura fechada com 4 lados,

PE: E a figura do conjunto B ndo ¢ uma figura fechada com 4
lados?

Professores: Sim! Ela possui quatro lados.

PE: Mas ¢la ndo estd incluida no conjunto A,

Professores: Concavos € convexos...

P: Quatro lados ¢ quatro dngulos...

P: Um angulo menor do que 1809,

P: Poligonos de 4 lados sem nenhum dngulo agudo.

Mesmo professor (corrigindo a si mesmo). ... que ndo tenham
nenhum dngulo maior do que 1809

P: E sobre esta figura? Isto ¢ um poligono? L= '\J

PE: O que ¢ um poligono?

P: Uma figura fechada cujos lados sio scgmentos retilineos.

PE: Emtdo, 1sto ¢ um poligono!

Professores; Sim!

P Mas uma figura geométrica deve ter uma irea, e qual é a area
desta ligura?
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PE: 777727

Os participantes concluiram que se csta figura ¢ um poligono ou
nio depende da definigio que adotarmos.

P: Para nos asscgurarmos devemos adicionar 4 definigio de A que
lados opostos (sem extensdes) ndo devem sc interceptar,

A discussio produziu as seguintes trés definictes:

Conjunto A: Poligonos de 4 lados cujos dngulos internos sio
menores do que 180° ¢ cujos lados opostos ndo se inferceptam.
Conjunto B: Poligonos de 4 lados cujos lados oposios nio sc
interceptam.

Conjunto C: Poligonos de 4 lados (lados opostos podem se
interceptar).

No processo de verbalizagio das definigdes, os participantes
explicitamente destacaram o scguinte:

* A interrelagio de inclusdo entre os conjuntos.

* Quando um conjunto se torna MAaior, 05 requisitos NCCEsSirios

tornam-s¢ menores (580 menos restritivos, possugm menos atributos

criticos)

* Existe alguma arbitrariedade nas definigdes, mas do momento em

que uma definicho ¢ adotada, cla se torna o critério final para

decidir s¢ um exemplo pertence ou ndo pertence ao conceilo.

Fase 2. Solicitamos que os participantes fizessem uma "andlise conceitual”
do conceito de quadrilitero de acordo com as trés definigdes, partindo com o
conjunto A. Eles procuraram cxemplos adicionais, listaram todos os
atributos dos quadrildteros convexos, ¢ neste processo cstabeleceram uma
distingdio entre os atributos criticos ¢ 0s nio criticos.

A busca de atributos criticos dos conjuntos B ¢ C criou uma
oportunidade para os professores superarem algumas de suas proprias
concepgdes erroneas. Por exemplo. um dos atributos que foi sugerido para os
quadriliteros do conjunto A foi de que cada um tinha doas diagonais.
Enquanto examinava esic atributo no conjunto B, um dos participantes
exclamou: "Alguns quadrildteros aqui s6 possuem uma diagonal!!". Sua
imagem conceitual (como a de muitos outros participantes) incluia apenas
diagonais que fosscm internas a figura. A discussdo sobre diagonais, e uma
definigio seguida de exemplos e contra-exemplos, permitiu que o professor e
seus colegas descobrissem por si mesmos onde estavam as diagonais das
figuras do conjunio C.

Outra surpresa ocorreu quando os participantes discutiram a soma
dos Angulos internos dos quadrilateros. Esta soma cra facilmente visivel ser
360© para os conjuntos A e B. Mas ¢ quanto ao conjunto C? Nio foi facil
aceitar que aqui a soma ¢ menor do que 3609 . Muitos professores queriam
incluir o par de Angulos opostos. Isto conduziu a uma cuidadosa re-cscrita da
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definicio dada para o conjunto C, que assumiu uma forma semelhante a
dada por Galbraith (1981):
Um quadrilitero é o que vocé oblém se vocé tomar quatro pontos A,
B, C, D num plano ¢ uni-los com scgmentos de reta AB, BC, CD,
DA!

Ficou claro. entdo, quais sdo os dngulos internos nesta figura,

Neste ponto, uma discussdo inevitével se iniciou se era ou
ndo cra aconscthavel considerar estas figuras como quadriliteros
no cnsino da Geometria na escola clementar. Os parlig‘ipanlcs. agora,
apreciaram porque muitos livros diddticos elementares n‘éf e,
adotam a defini¢fiodo conjunto B como "a definiciio" dos quadriliteros.

Fase 3. Os participantes foram informados sobre alguns resultados de
pesquisas sobre este topico (Hershkowitz e Vinner, 1983). Isto incluiu uma
descricdo de como as imagens conceituais dos alunos sobre quadrilateros
mudam de acordo com a série escolar, dos simples quadrados a todos os
quadriliteros convexos, e entdo, também aos quadrilateros concavos.

Nestas pesquisas, solicitou-se aos alunos que explicassem
porque cles concluiram que uma determinada figura nido era um
quadrilitero. Algumas destas explicagbes foram apresentadas aos
professores ¢ analisadas numa discussiio em £rupo.

Galia (Sa. séric): Esta figura nio parcce um quadrilitero.  —==\

Johnny (6a. séric): Isto nfio ¢ um quadrilitero porque sip ===~
dois tridngulos combinados.

Miriam (7a. séric): Isto niio é um quadrildtero porque £— >
possui seis lados ¢ seis dngulos.

Alex (6a. série): Isto ndo ¢ um quadriltero porque -
ndo possui quatro lados iguais ¢ quatro dngulos
iguais.

Os professores se detiveram aos diferentes niveis de mciocinio,
Galia ¢ Johnny aparentemente Julgaram as figuras pela sua aparéncia global
(nivel 0 de Van Hiele), enquanto Miriam ¢ Alex relacionaram os atributos
da figura (nivel | de Van Hicle), Miriam relacionon um atributo critico do
conceito de quadrildtero (quatro lados, quatro dngulos). Ela rejeitou a figura
como um exemplo do conceito porque ela nio podc encontrar estes atributos.
Alex relacionou atribulos ndo criticos (os atributos do quadrado de quatro
lados iguais e quatro dngulos iguais), como se cles fossem os atributos
criticos dos quadrildteros (isto é, como se cles fossem necessdrios a todos os
exemplos do conceito de quadrilatero).
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Esta discussdo foi seguida por um exercicio contendo 24
explicagbes diferentes de alunos. Os participantes, trabalhando em duplas,
deveriam avaliar ¢ analisar as explicagdes. Neste processo, houve clara
evidéncia do crescimento da apreciagdo dos professores sobre o papel dos
diferentes atributos na formagdo da imagem conceitual ¢, ainda mais, como
alguns atributos ndo criticos dominantes conduzem a vérias concepgies
erroneas (vide explicagdo de Alex).

Estas duas atividades exemplificam um modelo para treinamento de
professores em exercicio composto por importantes componentes. Existe, ¢
claro, o componente do conhecimento geométrico no sentido de que apas
estas atividades a concepgdo dos professores dos conceitos discutidos esti
muito melhorada. Mas como isto é realizado num nivel didatico avangado,
os professores sdo levados a considerar metaconceitos como  definigho,
exemplos ¢ contra-exemplos como também a s¢ consciontizarem ¢
analizarem as reagdes de seus alunos. Nos acreditamos que cste tipo de
atividade possa contribuir para romper o ciclo vicioso de concepges
erroneas tanto dos professores quanto dos alunos cm Geometria.
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LOCI e PENSAMENTO VISUAL
Rina Hershkowitz. Alex Fricdlander (The Weizmann Institute of Science)
Tommy Dreyfus (Center for Technological Education)

LOCI ¢ um software desenvolvido para fornecer aos
cstudantes a oportunidade de construir uma imagem
conceitual visual, geoméirica ¢ qualitativa da nogiio de
lugar geométrico - locus. As atividades pedagdgicas foram
claboradas para levar os alunos de uma familiaridade
inicial com as caracteristicas/propricdades do ambiente até
0 estigio onde ecles sejam capazes de definir ¢ investigar
Scus proprios loct.

Um dos dez itens de um questiondrio administrado apés a
aprendizagem com o LOCI foi analisada. Este item requer
& identificagdo desenhos de lugares geométricos - loci - que
satisfazem uma determinada condigio. As respostas dos
alunos foram dadas em diferentes niveis de pensamento
visual. Os modos de raciocinio mais frequentemente
empre-gados foram categorizados como local ¢ global.
Alguns alunos raciocinaram sistematicamente em todos ou
na maioria dos casos, mas outros alunos modificavam seu
raciocinio caso a caso.

Fundamentacio

Nos textos didaticos tipicos do segundo grau, o conceito de lugar
geométrico ¢ definido formalmente, explicado ¢ exemplificado em algumas
poucas linhas. Entéo, os métodos computacionais de encontrar as equagdes
algébricas de uma classe bastante limitada de lugares geométricos sio
discutidos cxtensivamente. Claramente, os aulores destes textos didaticos
csperam  que os alunos se tornem cspecialistas  nestes  métodos
computacionais algebricos, ¢ os usem da mesma forma que os professores .
Nenhuma atengdo parece ser dedicada aos aspectos intuitivos, qualitativos ¢
geomeétricos, que estido no dmago da idéia de um lugar geométrico; toda a
esséncia do conceito de um lugar geométrico permancce obscurccida atris
das computagoes, O processo requisitado do aluno consiste na andlise de
uma situagio que geralmente ¢ apresentada verbalmente, traduzi-la para
uma linguagem algébrica ¢ entdio executar computagbes de acordo com
regras formalizadas. Os processos de intuir, visualizar, explorar, conjecturar,
definir, construir ¢ dinamicamente transformar, que si0 (10 importantes na
matcmatica nio encontram scu lugar neste tipo de atividade.
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O Software

Comoobje(ivodcfomeoc:aosalunosaopomnidadedc
desenvolver um imagem conceitual visual, geométrica e qualitativa da nogio
de lugar geométrico, nos desenvolvemos um ambiente de aprendizagem
oomputadotimdo-umnﬁcromundo-d\amadoLOCl.Quandoesﬁvct
trabalhando neste ambiente, o aluno estard integralmente no controle de sua
propria atividade. Ele poderd escolher quatro tipos de aglio:

- Definir um lugar geométrico (locus),

- Construir pontos deste locus definido;

- Fazer conjecturas sobre sua forma; ou

- Transformar o locus modificando os dados cm sua
definigdo.

Estas agoes serfio, entido, brevemenie descritas.

Definir um lugar geométrico (locus):

O software solicita que o usudrio fixe dois elementos geométricos
sobre a tela. Estes elementos podem ser dois pontos ou duas retas ou um
ponto ¢ uma reta. Entdo, o software solicita que o usudrio decida sc o lugar
geométrico - locus - deverd ser determinado pela soma, pela diferenga ou
pela razio entre as distincias destes dois elementos. Para dar um excmplo
concreto, poderiamos escolher o locus em que todos 0s pontos cuja soma de
suas distincias a determinado ponto ¢ uma determinada reta sgja constante,
O software também solicita que o usudrio também decida qual o valor desta
soma constante. Entdo, os dois clementos, o valor da distincia entre eles,
como também uma formulagiio verbal da defini¢hio surge sobre a tela (Fig 1),
Para nossa surpresa, nos descobrimos que este conjunto basico gera 64 casos
diferentes, dependendo niio apenas da escolha dos clementos ¢ da relagio
entre as distincias (soma, diferenga ou raziio) mas também da posigio
relativa dos elementos ¢ se a o valor da escolha ¢ menor, igual ou maior do
que a distdncia entre os clementos. Em outras palavras, uma variedade de
situagbes bem limitada mas extremamente rica a ser investigada foi criada.

_.-""'—-—'-F"/‘-

o —

figura |

“Find all points whosc distances from
the point A and the line b have a fixed sum of 32 units.
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The distance between b and A is 29 units,

!
N
figura 2 e /

Find all points whose distances from
the point A and the line b have a fixed sum of 32 units,
The distance between b and A is 29 units.

Construir pontos do locus definido

Uma vez que um lugar geométrico tenha sido definido pelas
condigbes geométricas que scus pontos satisfazem, o aluno pode tentar
construir pontos que pertengam a0 lugar geométrico. Para realizar este
objetivo, ele(a) pode desenhar circunferéncias (de um determinado raio ao
redor de um ponto escolhido) ¢ paralelas (numa distincia escolhida a
determinada reta), e marcar os pontos de interse¢do cnire estas
circunferéncias ¢ as paralelas. Por cxemplo, na figura 1, poderiamos
interceptar a circunferéncia centrada no ponto A com raio de 50 unidades
com as paralclas a reta b, distantes 32 unidades da mesma (Figura 2).
Finalmente, € possivel apagar as construgdes auxiliares, deixando apenas os
pontos de intersegdo sobre a tela. Este procedimento permite que o aluno
verifique num estigio mais avangado sc estes ponlos periencem ou nio a0
locus definido.

Fazer conjecturas

Com basc nas construgbes exccutadas e no raciocinio geométrico
qualitativo, o aluno poderd rapidamente ser capaz de aventurar-se numa
estimativa sobre a forma completa do lugar geométrico. O ambicnte de
aprendizagem propde uma lista de 22 cscolhas possiveis para o lugar
geométrico, tais como: um ponto, uma elipse; vazio; segmentos de paribola;
¢ outros. Se a conjectura estiver correta, o computador ird desenhar o lugar
geométrico sobre a tela como também descrevé-lo verbalmente. Em nosso
exemplo, o lugar geométrico consiste de dois segmentos de pardbola (Figura
3). Em qualquer momento, o usudrio pode escolher construir mais pontos
para fazer novas conjecturas. Se um numero suficiente de construgies ja
tiver sido realizado - 6 construgdes. no minimo - também ¢ possivel obter o
lugar geométrico sobre a tela sem scr necessirio fazer uma conjectura
correta sobre sua forma,
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figura 3
The locus is this partial parabolas.
e —
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figura 4
The locus is a segment.
Transformar o locus

Ap6s 0 lugar geométrico ter sido obtido sobre a tela, ¢ possivel
transforma-lo dinamicamente modificando ou a posigio dos dois elementos
basicos ou o valor escolhido para a soma, diferenga ou razio das distincias.
Em nosso exemplo, poderiamos, por exemplo, diminuir o valor da soma das
distancias a0 ponto A e a reta b alé que se igualasse a distincia cntre estes
dois elementos; neste momento, o lugar geométrico se degenera
transformando-se num segmento de reta (Figura 4). Se a soma for reduzida
mais ainda, o lugar geométrico torna-se vazio, ¢ o computador ird conformar
este fato.

A Experiéneia

O ambientc de aprendizagem LOCI tém sido utilizado com dois
£rUpPOs eXperimentais: com uma turma inteira (do segundo ano sccundirio) e
com um pequeno grupo de alunos(do primeiro ano secunddrio). Em ambos
os grupos, os alunos foram orientados através de Fichas de T'rabalho
determinadas ¢ durantc cerca de 4 periodos de aulas. Durante cstas
atividades, os alunos foram levados de uma familiarizagio inicial com as
caracteristicas do ambicnte até o estigio onde cles cram capazes de definir ¢
de investigar scus proprios lugares geométricos, Os alunos construiram
pontos discretos de acordo com  determinadas definigoes de  lugares
geométricos, ulilizaram sua intuigdo para visualizar suas formas
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correspondentes ¢ exploraram as transformagdes provocadas pela mudanga
das constantes envolvidas na defini¢do original. Durante as atividades, o
professor atuou como um consultor ¢ na fase de sintese e conclusdes, cle
conduzia uma discussdo com o grupo ou com a turma.

Finalmente, um questiondrio doi administrado para a classe
experimental para verificar a compreensio dos alunos sobre os conceitos
relacionados ao lugar geométrico. Para ilustrar os resultados obtidos,
analizarcmos as respostas de alguns alunos sobre 0s seguintes itens dcste
questionario:

Dados wma reta b e um ponto A. Decida para cada um dos
seguintes desenhos se ele é (ou ndo é) o lugar geométrico dos
pontos com a soma das distancias ao ponto A e a reta b fixa.
Explique sua resposta.

/‘/ /
o o 2

O desenho v € o lugar geométrico com a soma fixa maior do que a distéincia
entre 0 ponto A ¢ a reta b, ¢ o desenho ii € o lugar geométrico quando a
soma ¢ igual a distincia cntre A ¢ b. Todos os outros desenhos ndo
satisfazem a esta condigdio,

A tabela 1 apresenta alguns dos dados obtidos pelas respostas dos
alunos, Como podemos ver, a maioria dos alunos foram capazes de indicar
os desenhos corretos da definigiio apresentada.

Tabela 1. Respostas dos alunos ao item analisado.

| Corretude das respostas * | Tipo de raciocinio ** I

desenho Tosta wrtreta parcal- meor- s s (] whabed oartron
corta meniie reta ps_tiﬁ- que ¢
correla cativas

| 21 65 22 92 - .- L] 46 21
i 87 4 70 22 B - - 71 29
i 100 65 9 13 13 - 18 o8 4
v 65 4 22 35 39 13 30 20 27
v 21 35 22 22 22 A a2 Ry 23
vi 100 61 13 13 13 A 17 71 16
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* percentagem do nimero total de alunos; ** percentagem do nimero total
de justificativas.

Tipos de Raciocinio

Na maioria dos casos, algum tipo de justificativa foi apresentada,
mas ndo necessariamente uma justificativa correta. As percentagens dos
argumentos corretos foi acima de 60% sempre que o desenho ndo
correspondia a uma determinada definigio (exceto no caso da elipse).

A quantidade de argumentos corretos caiu quando o desenho cra o
lugar geométrico solicitado. Aqui, até mesmo os alunos que apresentaram
respostas corretas falharam em considerar ambos os aspectos do lugar
geométrico:

1. Todos os pontos do desenho satisfazem as condigbes definidas, ¢
2. Apenas estes pontos satisfazem as condigdes.

A maioria dos alunos relatou apenas o primeiro aspecto. Por
exemplo, Amir disse no caso ii que o scgmento de reta € o lugar geométrico
definido ¢ explicou:

"A soma das distdncias de cada ponto [sobre o segmento] o
reta [b] ¢ ao ponto [A] é igual a distancia entre areta [b] e o
ponto [A]."

Apenas Yiftah considerou também o segundo aspecto. Ele escreveu
no caso ii a seguinte justificativa:

*Nao hé nenhum outro ponto [além daqueles sobre o
segmento] cuja soma das distdncia [a reta b e ao ponto A
sefa igual ao comprimento do segmento.”

Estas respostas podem ser o resultado do fato de que o software
LOCI enfatiza principalmente o primeiro aspecto do conceito de lugar
geométrico,

A maioria dos argumentos cstava baseada em diferentes niveis de
pensamento visual:
a. Muito poucos alunos usaram argumentos do tipo: "Porque ¢
assim que parcce para mim". Isto pode ser considerado um
raciocinio no primeiro nivel de van Hiele (julgamento do desenho
pela sua aparéncia como um todo e ndio pela andlise de suas
propriedades.).

b. Mais de 70% das justificativas (exceto no caso iv), empregaram

pensa-mento analitico-visual. Este tipo de raciocinio pode ser
subdividido em local e global.

Raciocinio Local

82



Este upo de raciocinio esta bascado na analise de um ou de um
nimero limitado de pontos do desenho.

Este raciocinio ¢ apropriado sempre que o desenho ndo ¢ um
exemplo do lugar geométrico definido, pois entdo estes pontos podem servir
como contra-exemplos da definigdio. Por exemplo, Tal explicou no caso ii:

p
—— A circunferéncia A nilo ¢ o lugar geométrico,
pois as disténcias do ponto Ec O
40 ponto A sdo r, mas a distdncia do ponto O a
reta b ¢ maior do que a distincia do ponto E a
reta b,

Um raciocinio local semelhante foi apresentado por Yiftah também,
mas cle expressou isto numa linguagem simbélica:

<
b
.
—rr AD + DB = AC + CB

Ambos os alunos escolheram estes dois pontos sobre o desenho e
fizeram uma andlise bascada em consideragbes visuais, para mostrar que
estes pontos nido satisfazem as condigdes necessirias do lugar geométrico
definido,

Raciocinio Global

Muitos alunos usaram consideragbes globais nas seguintes trés
manciras:

* Um ou vérios pontos sobre o lugar geométrico foram utilizados
como representantes de todos os pontos do lugar geométrico. Podemos
considerar como exemplos as justificativas de Amir apresentadas
anicriormente (onde o desenho representa o lugar geométrico) ou a seguinte
Justificativa de Dudu para o caso v (onde o desenho niio representa o lugar
geométrico definido):

"Cada par de pontos simétricos esté a mesma disténcia da
reta b, mas a diferentes distancias do ponto A. Portanto, a
soma ndo sera fixa."

Eiste tipo de raciocinio reflefe a compreensdo do aluno sobre o

conceito de lugar geométrico como o conjunto de todos os pontos com uma
determinada propricdade.
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+ Outros alunos ecmpregaram raciocinio global considerando o
desenho como um continuum de pontos. Amir, por exemplo, escreveu para 0
caso i

"Nao! [a pardbola ndo é o lugar geomélrico] porque
conforme nés caminhamos pela pardbola, as distancias tanto
ao ponto A quanto a reta b sdo aumentadas.”

Hilah explicou no caso iii (a circunferéncia):
. ".. porque as distdncias ao ponto A sdo sempre as mesmas ¢
as distancias a reta b estdo mudando."
* Alguns alunos relacionaram globalmente a diferentes partes do
desenho. Tal apresentou a seguinte justificativa no caso v (eleipse):

"As distdncias dos pontos do arco inferior a reta b ¢ igual as
distdncias dos pontos do arco superior a reta b. Mas as
distdncias dos pontos do arco inferior de A sdo maiores do
que as distdncias dos pontos sobre o arco superior ao ponto
A

Todos o0s raciocinios apresentados acima mostram algum nivel de
pensamento visual e exceto o primeiro nivel, todos, exceto o primeiro,
também sdo analiticos.

Resultados Adicionais

Finalmente, gostariamos de apresentar algumas descobertas
adicionais da pesquisa.

* Quase todos os raciocinios globais que foram apreseniados
estavam corretos ou pelo menos, parcialmente corretos.

* Alguns alunos empregaram raciocinios tanto globais ¢ locais
simultancamente no MEsMo Caso.

* Qutros raciocinios (incluidos na tabela 1 como “outros"),
eram principalmente alguma repeticio verbal das condigbes
definidas. Alguns poucos alunos basearam suas Jjustificativas
em "visto casos semeclhentes"durante seu trabalho com o
software,

* Alguns alunos raciocinaram sistematicamenie em todos ou
na maioria dos casos, mas outros alunos modificaram seu
raciocinio de caso para caso. Por exemplo, Yiftah usou
justificativas globais nos casos i, ii, v e vi; justificativa local no
caso ii, ¢ uma justificativa no primeiro nivel de van Hiele no
Caso 1v.

Nos parece que o nivel da situagdo problema afeta o nivel de
raciocinio - 0 iiltimo cai quando as situagdes se lornam mais complexas.
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Para maiores informagbes sobre a aplicagio deste software procurar a Prof®
Janete B. Frant na coordenagio do Mestrado em Educagio Matematica na
Universidade Santa Ursula,

ALGUNS DADOS SOBRE RINA HERSHKOWITZ

Nasceu em Isracl em 28 de maio de 1835.

K casada e tem quatro filhos.

Fez seus estudos em Isracl onde em 1964 obteve o diploma de
Licenciatura ¢ Bacharelado em Matemitica, Fisica ¢ Educagio pela
Universidade Hebraica de Jerusalém,

* Em 1979 obteve o grau de Mestre (M.A.) na Universidade de Tel Aviv,
Isracl.

* Em 1990 obteve o grau de Doutora (Ph.D.) na Universidade Hebraica de
Jerusalém, Israel,

e De 1960 4 1967 foi professora de Matemética e Fisica em escolas de 1% e
2° grau em lsrael.

e De 1967 4 1969 trabalhou preparando os programas de Matematica para
6" ¢ 8% séries do 1° grau na Televisdo Educativa de Israel.

e Desde 1967 ¢ membro do grupo de Matematica do Science Teaching
Department do Weizman Institute of Science, Israel, com o encargo de
escrever livros-texto e guias para professores, realizar cursos de educagdo
continuada para professores em exercicio, assim como atividades de
pesquisa e avaliagdo e supervisdo as atividades dos outros membros do
£ripo.

e Desde 1976 participa e coordena programas, CONgressos ¢ encontros
sobre Educagio Matematica (ICME e ICMI) e Psicologia da Educagdo
Matematica (PME) tendo apresentado mais de 25 trabalhos ¢m reunides
internacionais em Franga, USA, Austrdlia, Canadd, india, Africa do Sul
¢ oulros.

Seu Campo de trabalho, nos ltimos anos, é centrado no Ensino da
Geometria. mas se ocupa também com Educagiio Matematica, fazendo parte
do corpo cditorial do Journal For Research in Mathematic Education
Gognition and Instruction.

e Em 1971 recebeu o Prémio Shalit (Isracl).
e Em 1972 receben a ajuda financeira para o Fundo Educacional Amos de
Shal
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» E membro de entidade de Pesquisa em Educagiio Matemética dc Israel do
PME (Grupo Internacional para a Psicologia da Educagio Matematica)
desde 1979.

» Publicou mais de 30 artigos em revistas e em anais de congressos, s6 em
colaboragdo com outros especialistas, sobre Educaciio Matematica,
Geometria, Célculo, Algebra.

Salientamos:

- Some Cognitive Factores as Causes of Mistakes in Addition of
Fractions (com Vinner S. ¢ Bruckheimer M.) A

- The Role of Critical and Non-Critical  Atributes in The Concept
Image of Geometrical Concepts ( Com Vinner S.)

- Algorithm Leading to absurdity, leading to Conflict, leading to
Algorithm Review (com Markovitz Z, ¢ Bruckeimer M.)

- Using Microcomputer to Enhance the Teaching and learning of
secondary Mathemalticos ( com Zehai N, )

- Incipient “Algebraic” Thinking in Pre-Algebra Students ( com
‘riediander A. ¢ Arcavi A.)

»  Publicou uma dezena de capitulos de livros, 6 ou em colaboragio com
outros especialistas .sempre sobre os assuntos de sua especializagdo.

»  Publicou uma mais de 30 artigos em Hebraico ¢ em Ingles resultados de
pesquisas.

» Foi Editora dos anms do 7* PME em 1983,

» Foi autora de uma séric de 5 livros-textos para cstudantes de final do 1°
grau em Israel ¢ os relativos guias para o professor de 1969 4 1974,

« Foi co-autora de 4 livros texto para alunos de 1° gran em Isracl de
1969 a 1981.

* Foi co-autora dc 6 unidades de programas de recuperagdo de alunos
socialmente carcnies ¢ 2 guias respectivos para docentes, em Israel de
1977 4 1979,

» Foi consultora de uma série de livios  sobre Projelos de Matematica
Secundaria (Singapura) de 1985 i 1988.

* E consultora do 2 séries de livros para cursos de final do 1° grau em
Israel desde 1979

» Foi consultora d¢ uma série de livros guia para Professores de 1980 a
1983.

* Foi consultora de 20 unidades do Programa Agan para Educagio Visual
de 1984 a 1991,
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. E consultora de alguns programas de cursos desenvolvidos pelos
membros do Grupo de Matematica do Departamento de Ensino das
Ciéncias do Instituto Weizman de Isracl.

v Foi professora -convidada em 1993 no Curso de Mestrado em Educacio
Matemética da Universidade Santa Ursula, Rio de Janciro, Brasil.
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