Un Club para Recrear la Matematica

Maria Luz CALLEJO DE LA VEGA

Los clubs matemdticos son &mbitos para contemplar las matematicas
desde 4ngulos que habitualmente no estédn presentes en la practica
escolar:

- como belleza y arte;

- como ciencia relacionada con la naturaleza;

- como actividad de resolucién de problemas;

- como conocimiento enraizado en la historia y en la cultura de la
humanidad.

Su finalidad es brindar una oportunidad de enriquecimiento a un
grupo de alumnos y alumnas que son capaces de dedicar parte de su
tiempo libre a trabajar esta materia, estimulados por la presencia de
otros comparieros y por una o varias personas expertas que coordinan
el club. Si un club matemético se integra en la organizacién escolar,
constituye una forma de desarrollar un curriculum diferenciado que
tiene en cuenta la diversidad de capacidades, intereses y motivaciones
de los alumnos.

Los clubs mateméticos suelen agrupar a estudiantes de uno o de varios
centros de ensefianza secundaria. Pueden participar en ellos todos los
alumnos que lo deseen, de clases y niveles diferentes. E1 inico requisito
de admisién es el interés y la motivacién para investigar en matematicas.
La actividad se desarrolla en el periodo escolar, de modo que no
sobrecargue demasiado el trabajo ordinario de los participantes. Por
ejemplo, se puede llevar a cabo en sesiones semanales de dos horas. El
nimero de participantes no puede ser elevado porque ello impediria la
interaccién y la comunicacién fluida en el grupo.

Aqui me voy a referir a una experiencia concreta, el Club matemdtico
IEPS, en la que he trabajado durante cuatro cursos escolares con alumnos
de Secundaria. Dividiré la exposicién en tres partes. En la primera
Presentaré algunos problemas para recrear las matematicas; en la
segunda me centraré en las actitudes, los habitos y los valores que exige
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la resoluciéon de verdaderos problemas; en la tercera trataré brevemente
al papel del coordinador o coordinadora de un club matematico.

1. éComo RECREAR LAS MAATEMATICAS?

Las matematicas se suelen identificar en general con aspectos como
la abstraccion, la razén, la objetividad, la justificacion, lo general, lo
tedrico y el trabajo mental. Pero, junto a ello, esta ciencia contempla
también:

- lo concreto, como punto de partida para la abstraccion;

- la afectividad, pues cada persona tiene una relacién afectiva positiva
o negativa con las matemadticas, de tal modo que, en ocasiones, los
bloqueos con esta materia no se deben a la falta de capacidad para
trabajarla sino a un rechazo de la misma. Ademaés, tareas como la
resolucién de problemas comportan emociones fuertes, ya se trate de la
alegria ante la coronacién de un esfuerzo, del desénimo cuando la mente
se queda en blanco o de la frustracién de comprobar que los esfuerzos
invertidos no han servido para nada;

- la subjetividad, pues hay muchas formas de contemplar un resultado
o de abordar un problema, dependiendo de quién se acerque a ello;

- la intuicion, que es un “sexto sentido”que conduce a la inspiracién
con “saltos logicos”;

- lo particular, pues la observacion de casos singulares ayuda a
conjeturar lo que puede suceder en casos generales;

- lo utilitario, pues como decia Wigner “el milagro de la adecuacion
del lenguaje de las matemdticas para la formulacion de las leyes fisicas
es un don maravilloso que ni entendemos ni merecemos”, 0 como
senalaba Bourbaki “existe una relacion intima entre los fenémenos
experimentales y las estructuras matemdticas”;

- la experimentacién, pues a un resultado se llega normalmente
después de la manipulacion fisica o mental, tras hacer ensayos, examinar
casos particulares, buscar analogias, etc.

Para mostrar tanto unos aspectos como otros, en el Club matematico
IEPS se persiguen los siguientes propdsitos:

- introducir a los alumnos y alumnas en algunos temas que
normalmente no figuran en los programas de matematicas y que
muestran algunos de los rasgos antes esbozados. Por ejemplo,
cuadrados magicos, grafos, laberintos, nimeros de Fibonacci... o
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trabajar otros que ya conocen desde un marco mas amplio: nimeros
primos, el nimero pi...

- estimular la creatividad, el espiritu critico, la objetividad, la
flexibilidad de pensamiento, a través de la resolucion de verdaderos
problemas.

A continuacién voy a exponer dos actividades trabajadas en el Club
en vista a los anteriores objetivos, presentadas en un calendario
matematico.

CALENDARIO MAATEMATICO

El calendario matematico ofrece actividades o informaciones cada
dia del mes. Uno de ellos se centré en la geometria, una de las partes
mas formativa de la Matematica, contemplando diferentes aspectos:

- estéticos como la belleza de la forma (proporcién aurea, mosaicos);

- culturales (geémetras famosos: Descartes, Pitdgoras, Moébius,
Hypatia...)

- experimentales: dibujo, construccion, descomposicién y
manipulacién fisica de objetos geométricos;

- cientificos: el valor de la demostracion (paradojas geométricas);

y relaciones entre problemas.

Normalmente un calendario se trabaja individualmente durante el
mes en curso y se hace una puesta en comin al final del mismo, en la
que se seleccionan unos cuantos problemas que a juicio de los
participantes merecen especial atencion. Tal es el caso de los de los dias
8 y 28 del calendario al que nos referimos.

El problema del dia 8 dice asi:

Calcula el niimero de caminos que hay para ir desde el cruce inferior
izquierdo (A) al cruce superior derecho (B) del plano del barrio de la
figura.

Se entiende que se trata de avanzar siempre, es decir, de seguir las
direcciones de las flechas de la figura de abajo:

B
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El problema del miércoles dia 28 dice asi:
Esta torre estd hecha con 35 cubos dispuestos en 5 capas. {Cuantos
cubos harén falta para construir una torre de 10 capas?

Al abordar estos problemas se puede:

- hacer recuentos de forma sistematica;

- relacionar el tridngulo de Pascal con diferentes situaciones;

- generalizar resultados a partir de los casos concretos planteados
por estos problemas.

El primer problema no suele presentar dificultad a los estudiantes.
Cuando lo propuse en el club, un participante, Antén, hizo notar que el
total del nimero de caminos que llegan a cada vértice seguia una regla
general: era la suma del nimero de caminos que llegaban desde los
vértices mas proximos situados directamente a la izquierda y
directamente abajo, como muestra la figura siguiente:

) 15 35 70

1 4 10 |20 |35

Sin embargo, no se percaté de que los nimeros que habia sobre las
diagonales eran filas del tridngulo de Pascal, quizd porque aparecian
aqui en una posicién no habitual. Pero lo hizo notar otro estudiante,
Fermin. Hecha esta observacién invité a los miembros del club a que
expresasen de forma general el nimero de caminos que llegaban a un
vértice cualquiera. Introdujeron los ejes de abscisa y de ordenada, y
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gracias a sus conocimientos del tridngulo de Pascal, expresaron de forma
general el nimero de caminos que llegaban al vértice de coordenadas
(m,n) como los nimeros combinatorios (m: “) =0

A continuacién pusimos en comun el trabajo sobre el problema de
los cubos. Un estudiante, Ignacio hizo en el encerado la siguiente tabla:

Capas: n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
N° de cubos en capan 1 3 6 |10 |15 |21 | 28 | 36 | 45 | 55
Total cubos en n capas 1 4 |10 | 20 | 35 | 56 | 84 | 120|165 | 220

“Este modelo se parece algo al anterior porque los numeros de la
tabla se han obtenido sumando resultados anteriores”, hizo notar Ana:

Capa 1] 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Cubos/capa|1|1+2(3+3| 6+4 | 10+5 | 16+6 | 21+7 | 28+8 | 36+9 45+10
Total 1/1+3[4+46|10+10|20+15|35+21|56+28 |84+36|120+45(165+56

Fermin, influenciado quizé por el problema anterior dijo: “los
niimeros de la suma total estdn también en el tridngulo de Pascal'”:

1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5§ 1010 5 1
1 6 152015 6 1

“Efectivamente, pero no solo la suma total estd en el tridngulo de
Pascal, sino también el numero de cubos que hay en cada capa y el
niimero de capas, not6 Antén. Nuestra tabla, dispuesta de otra manera
estd también en el tridngulo de Pascal”:

! Son los sefnalados en negro en el tridngulo siguiente
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1 5 1010 5 1
1 6 152015 6 1

La generalizacién surgié de inmediato: el nimero de cubos en una

2
torre con n capas es: ("§ )

2. ¢QuE ActrTunes, HABITOS, VALORES Y CAPACIDADES EXIGE DE
LOS PARTICIPANTES?

El aprendizaje de las Matematicas entendido como estimulo de la
creatividad, del espiritu critico, de la objetividad, de la flexibilidad de
pensamiento a través de la resolucién de problemas, se parece al
aprendizaje de un arte o de un deporte. Pero dominar cualquier arte o
deporte exige conocimiento y esfuerzo, dominio de la teoria y de la
practica, y esto se consigue con interés, concentracién, disciplina y
paciencia.

- Interés por lo que se hace. Sin interés no hay esfuerzo. Pero, el
interés se puede favorecer, mostrando a los alumnos algunos aspectos
de la matematica que desconocen y que les resultan enormemente
atractivos.

- Concentracion frente a dispersion, porque trabajar en matemaéticas
exige poner los cinco sentidos, ya se trate de un trabajo individual o en
grupo, de seguir un razonamiento, de tratar de comprender una idea;
hay que centrarse en lo que se estd haciendo, vivir el momento presente,
sin perder la perspectiva de la tarea. Para favorecer la concentracién
desde el comienzo de cada sesion, suelo proponer una actividad que
llamo de “calentamiento”: se trata de una cuestién que se plantea de
forma breve y que causa sorpresa, por gjemplo, un “truco” que se basa
en algtin hecho matematico, como adivinar un nimero, o presentar una
paradoja.

- Disciplina que no es rigidez ni autoritarismo, sino ejercitar
regularmente hébitos que ayudan a conseguir un objetivo. Por ello,
aunque el club es una actividad libre, pido la asistencia asidua.
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- Paciencia frente a la biisqueda inmediata de resultados, paciencia
con uno mismo y con los companeros, paciencia para saber esperar,
para dar tiempo a la maduracion de las ideas.

Como estos valores no son los que estan en alza en nuestra cultura,
este trabajo es mejor practicarlo en grupo. El grupo ayuda a perseverar,
a valorar las dificultades, a expresar las ideas. La seguridad, la confianza,
la esperanza de que podemos encontrar la respuesta mantiene al grupo
en tension hacia la meta.

Un ejemplo de puesta en practica de estos valores fue la resolucién
del “problema de la mosca”. Su enunciado sencillo y comprensible, invita
a hacer una conjetura y capta el interés; pero los primeros caminos
emprendidos resultaron infructuosos; el problema quedo6 pendiente y
se trabaj6 cinco veces a lo largo del ano; la bisqueda dur6é mas de un
curso y al final ... la solucién era mas sencilla de lo que nos habiamos
imaginado?.

El enunciado del problema es el siguiente:

Una mosca se pasea por las aristas de un cubo ABCDEFGH. Cuando
se encuentra en un vértice prosigue su camino hasta el vértice de una
cualquiera de las aristas que parten del vértice en que estd. Por tanto la
probabilidad de que elija una arista determinada es 1/3. Los vértices F y
G estan fumigados con un insecticida mortal. Si la mosca parte del vértice
A, icudl es la probabilidad:

D C

E

1) de que llegue al vértice F;
2) de que llegue al vértice G;
3) de que no pase nunca ni por F ni por G?

] 2 Un informe detallado del proceso de biisqueda de la solucién de este problema esté en mi
libro: Un club matemdtico para la diversidad.
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Una forma directa de llegar a la solucién consiste en representar las
direcciones de los recorridos de la mosca sobre las aristas del cubo
mediante el siguiente grafo:

A D

\/

A

\
E “«

H

Si p(EnF) es la probabilidad de ir del vértice E al vértice F en un
nimero indeterminado de aristas recorridas, designamos:

x = p(EnF)
y = p(AnF)
z = p(AnG)

Tenemos que:

- cuando la mosca se encuentra en un vértice, cada una de las tres
aristas que sale de este vértice tiene la misma probabilidad de ser elegida;

- en el grafo anterior algunos vértices tienen las mismas posiciones
relativas con relacion a los vértices envenenados Fy G (Ey H; Ay D; By C);

-como la mosca puede recorrer un nimero indeterminado de aristas
hasta llegar a un vértice envenenado, la probabilidad de llegar a F
partiendo de A es la misma que la de llegar a F desde A tras encontrarse
en A después de haber recorrido un nimero indeterminado de aristas.

Luego:

x = p(EnF) = p(BnF) = p(CnG) = p(HnG)

y = p(AnF) = p(DnG)

z = p(AnG) = p(DrF)

Cuando la mosca se encuentra en un vértice, la probabilidad de elegir
una de las tres aristas que salen de este vértice es 1/3. Se tendra pues que:

p(AnF) = 1/3 p(EnF) + 1/3 p(BnF) + 1/3 p(DnF)

p(AnG) = 1/3 p(EnG) + 1/3 p(BnG) + 1/3 p(DnG)

p(EnF) = 1/3 + 1/3 p(HnF) + 1/3 p(AnF)

p(EnG) = 1/3 p(HnG) + 1/3 p(AnG)

p(HnF) = p(EnG)
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Si se sustituyen las probabilidades anteriores porx, y, z y se reducen
términos, se tiene el sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas

siguiente:
Jy=2x+1z
8x=3+z+3y
7z = 3y + 2x

cuyas soluciones son:

x = p(EnF) = 9/14

y = p(ATF) = 8/14 = 4/7

z = p(AnG) = 6/14 = 3/7

Por tanto la probabilidad de que la mosca llegue al vértice F es 4/7,
de que llegue a G es 3/7 y de no pasar nunca ni por F ni por G, cero.

3. ¢CuAL Es EL PAPEL DEL COORDINADOR DE UN GLUB MAATEMATICO?

En un club matemaético el coordinador no es tnica ni principalmente
una fuente de informacién, sino que su funcién consiste en transmitir
valores y actitudes que favorecen la actividad matematica: espiritu de
cooperacion, apertura a las ideas de otros, comunicacion activa, etc.

El coordinador elige actividades que sean asequibles a los alumnos,
en las que los contenidos que haya que aplicar estén a su alcance y que,
al mismo tiempo, se presten a posibles generalizaciones. El papel del
coordinador es establecer un nuevo “contrato diddctico”, es decir, una
nueva relacién entre el profesor y el alumno, entre el alumno y la
matematica: trata de presentar la matematica como una ciencia en la
que la experimentacion, la intuicién y las conjeturas juegan un papel
importante en el proceso de creacién de la misma y, por tanto, no se
construye como ciencia deductiva, y en la que la justificacién o
demostracién es un medio de convencerse a si mismo y a los otros de la
verdad de un resultado. El coordinador o coordinadora facilita la
comunicacién del pensamiento matematico mediante la expresion oral
y escrita, la discusién y el trabajo en grupo. Por otra parte, no se situa
pues ante los participantes como un “sabe-lo-todo” puesto que no puede
prever de antemano todas las vias de exploracién de una situacion
propuesta ni todas las generalizaciones de la misma, sino que, por el
contrario, comunica sus procesos de pensamiento, sus dudas, sus
ensayos... ante la resolucién de un problema. Debe pues romper algunos
modelos que estdan muy asentados en la instituci6n escolar y:
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- valorar los procesos de razonamiento, de busqueda, de investigacién
tanto como los resultados;

- mostrar que no se puede prever de antemano el tiempo que se va a
dedicar a la resolucién de un problema;

- considerar que los aspectos afectivos son importantes en el proceso
de resolucién de un problema .

CoNcLUSION

Pero, ¢se puede hacer esto en el aula? o, por el contrario, ¢hay que
dejar esta forma de trabajo para actividades extraescolares? Bien es
cierto que en un club matematico se juega con ventaja respecto a las
condiciones en que se desarrolla la educacién formal y los cursos de
matematicas: por una parte los participantes en él son alumnos
motivados por las matematicas que tienen una experiencia positiva
del aprendizaje de esta materia en el contexto escolar; por otra parte
el objetivo no es tanto introducir contenidos matematicos cuanto
ejercitar a los alumnos en procesos propios del pensamiento
matematico que conducen al establecimiento de proposiciones y a la
demostracién de teoremas; por ultimo, el nimero de alumnos es
abarcable para el modo de trabajo: individual y en grupo, puestas en
comun y debates.

Sin embargo, en el ambito de la educacién formal las cosas suceden
de otra manera: no todos los alumnos de una clase estan motivados por
las matematicas, la introducci6én de contenidos juega un papel importante
en los cursos de matematicas y no resulta facil articular una propuesta
curricular centrada en la resolucién de problemas porque supone
cambios importantes no sélo en los contenidos a ensefar sino también
en la metodologia, en la organizacién de la clase y en la evaluacién de
los aprendizajes.

Segun esto, la aplicacién al aula es dificil pero posible e incluso
necesaria. Hace falta dar pequenos pasos en la direccién de aplicar
métodos mas activos que inviten a los alumnos y alumnas a plantearse
sus propias preguntas, sus propios problemas, a comunicar sus ideas, a
discutirlas y a trabajar con otros. Sélo asi se podra recrear la matemaética
y contemplarla conjugando lo concreto y lo abstracto, la razén y la
afectividad, lo general y lo particular, la objetividad y la subjetividad,
lo tedrico y lo practico, la deduccién y la experimentacién.
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