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NA ALEMANHA

Ao contrédrio da Franga, a Alemanha nao conheceu esta rejeicao do
estatuto matematico dos numeros negativos, pelo menos até os anos
1820. Em vez disto, o que se vé é, desde a metade do século XVIII, o
“estabelecimento de um quadro tedrico para justificar as operagoes
‘algébricas com todos os inteiros: é a “doutrina das quantidades opostas”.
Por outro lado, nem esta teoria, nem a nogao de “quantidades opostas”
| foram aproveitadas e nem sequer (que eu saiba) discutidas na Franca'®,
' Vejamos brevemente de que maneira os manuais alemaes apresentaram

' 05 nimeros negativos.
| A.G. Kastner (1719-1800), professor de matematica na Universidade
de Gottingen, é o autor de uma série de manuais destinados ao ensino
‘universitario, que obtiveram um grande sucesso e influenciaram muito
‘0 ensino da matematica durante toda a segunda metade do século XVIII
na Alemanha. A primeira obra desta série (1755), que abordava os
elementos de aritmética e de geometria, desenvolve (antes de tratar da
Operacgao de subtragao) o conceito de quantidades opostas, usando uma
‘terminologia oriunda da légica. “Chamam-se quantidades opostas
Qquantidades da mesma espécie, que podem ser consideradas na condigao
de que uma diminui a outra” Kastner (1792, p.71). O autor d4, como
' &Xemplos, os bens e as dividas; ele chama uma destas quantidades
“Positiva” ou “afirmativa’, e sua oposta, “negativa” ou “negante”, tendo
‘;0 Cuidado de ressaltar que a escolha inicial é inteiramente arbitraria.
‘Quanto 3s relacoes entre essas quantidades, o autor esclarece que a
:"'un&ntidade negante pode ultrapassar a afirmativa, e que este “negativo”
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que entao sobra € uma quantidade real (“wirkliche Grosse”). La negang,
€ oposta aquela que se decidiu considerar como positiva (ibid., p.72)
Nos capitulos seguintes, Kastner desenvolve todo o seu calculo aritmetjc,,
com quantidades opostas.

Esta exposi¢ao é retomada pelo célebre filésofo I. Kant, em g,
“Tentativa de introduzir as quantidades negativas na filosofig” (1763),
para justificar filosoficamente a doutrina das quantidades opostas. Nessg
obra, Kant considera indispensavel distinguir, por exemplo, a contradicag
logica (A e nao-A nao sao verdadeiras ao mesmo tempo) e a contradicag
real, na qual as determinagées se negam (“aufheben”)!” mutuamente,
isto é, dao como resultado nada/zero. Assim, a distingdo tem como
consequéncia a distingdo entre o nada absoluto (ou concepcao filosofica)
e 0 nada relativo (como o zero matematico), e a admissibilidade das
quantidades que sao “menos que nada”.

Sao abundantes os exemplos de casos em que se adota a doutrina das
quantidades opostas na Alemanha. Para citar apenas um, que provém
da cultura protestante, e outro, que provém da cultura catolica, falarei
brevemente sobre o manual de J.G.E. Maass e o de A. Metz.

Para Maass, professor de filosofia e de matemaética na Universidade
protestante de Halle, a nocao de “oposi¢ao” é fundamental e ele a introduz
no inicio de seu tratado (1796), antes mesmo de abordar as operacoes
aritméticas. Maass coloca esta nogao como conseqiiéncia da logica e de
sua teoria das relagoes. Sob o aspecto da qualidade, existem duas relagoes
distintas entre os numeros, unanimidade e oposicao. De acordo com
Maass, duas quantidades sao opostas quando elas se “negam” (“sich
aufheben”) quando as juntamos. Chamamos entao de positiva aquela
dentre as quantidades opostas que se considera como “negada”, e de
negativa aquela que se considera como “negante”. Maass define e pratica
sem nenhuma restrigao especial todas as operagoes com 0s nimeros
negativos (que nao sao, portanto, grandezas).

A. Metz, professor de filosofia na Universidade catélica de Wiirzburg,
parte também dos nimeros inteiros e desenvolve o calculo com os ntimeros
negativos depois de ter exposto a doutrina l6gica sobre a nogao de 0posicao.
Além disto, ele afirma que se pode comparar as quantidades negativas a
um série ordenada: “De acordo com esta concepgdo, ¢ facil agora
compreender que -7<-3" (Metz 1804, p.53). Notemos que esta proposicao
teria sido totalmente Incompreensivel na Franga daquela época!
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i sralelamente a producao de manuais, desenvolveu-se na Alemanha,
sartir do fim do século XVIII, uma reflexao metodolégica e didatica
» ambicionava tornar precisa a doutrina das quantidades opostas e, a
artir dai, o calculo com nimeros negativos. Apresentamos a seguir
ns elementos desta reflexao, do modo como esta presente em
umerosos artigos e monografias.
‘Uma das primeiras publicacoes consagradas a esta reflexao tedrica é
vf», artigo de G.S. Kliigel (1739-1812), professor de matematica em Halle,
nhecido principalmente por suas contribuigoes aos fundamentos da
matematica e por seus trabalhos de vulgarizagao. Este artigo contémn,
ia minha opinido, a descrigdo mais precisa que exista da recusa em
xplorar a fundo toda a riqueza dos instrumentos algébricos: o Kligel
ritica neste artigo os propagadores da recusa de somente praticar uma
ebra bastante limitada, que nao passa de uma geometria elementar

onhecidas na “matematica dos antigos e na matematica moderna que é
ratada pelos métodos dos antigos” porque, em amhos os casos, a
‘matematica é considerada de um ponto de vista do “método sintético”'®.
ra, o método sintético s6 reconhece os casos isolados; mesmo nas
ocasioes em que o método analitico retine varios casos aparentados em
~uma Unica formula, o método sintético aborda cada caso em separado.
~ Enquanto o método analitico utiliza a simbolizacao das quantidades por
: neio dos sinais, e tira partido, para a resolugao dos problemas, da
‘Lge‘neralizagéo propiciada pelas relacoes entre os sinais, o método sintético
*tem que procurar, para cada problema, um caminho particular de
"f's'olugéo. Na verdade, com o método sintético, nao se tem necessidade de

E;j‘,-.quantidades negativas, porque sempre se podera encontrar, para um
i

| caso isolado, os meios de evitar uma solugao negativa (Kligel 1795,

|

3

??p.3llss). Por isto, Kligel adverte os “analistas alemaes” contra este

5
e

método (ibid., p.471), praticado e propagado pelos ingleses, imitando os
antigos (ibid., p.316). E preciso notar que a concepgao “analitica” do
I 'Kh'igel foi também limitada, num anexo, ele propaga uma abordagem
| alternativa restringindo as operagéoes nas quantidades “absolutas”.

;' Kltgel tinha razao em fazer esta adverténcia, na medida em que a
| Tuptura que se observa na Franca, alguns anos mais tarde,
| aparentemente deve ser atribuida a uma “transmissao” do método inglés
! (no mesmo momento que a “transfusao” da filosofia inglesa do “senso
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comum”, uma das razoes da ascensao do espiritualismo e da queda da
filosofia das Luzes, ver Schubring 1984, p.372). De fato, a abordagem
sintética corresponde uma matematica totalmente diferente daquela que
tem a aritmética e a algebra como duplo fundamento: a matematicy
sintética € uma “matematica de problemas”, onde nao ha interesse nas
estruturas.

PJ. Hecker, professor de matematica na Universidade de Rostock,
que discute o ensino da doutrina das quantidades opostas em trag
dissertacoes em 1799 e 1800, é o primeiro a encarar uma verdadeira
revisao dos elementos de aritmética: ele demonstra que as operacoes
matematicas mudam de significado quando se passa das operagoes com
nuameros positivos as operagoes com inteiros, e que se deve redefinir
estas operacoes, saber estendé-las, para torna-las aplicaveis a todos os
inteiros (Hecker 1799, pp. 9-12). Hecker é também o primeiro a descobrir
as diferencas entre as operacdes com numeros e as operagoes com
grandezas, bem como as operagoes mistas (por exemplo, a multiplicagao
e a divisao de grandezas com numeros, ibid., pp. 16-17).

H.D. Wilckens, professor de matematica em uma academia florestal,
aprofunda a nocao logica de oposicao e introduz distingées muito nitidas
entre o sinal de uma operacao, o sinal de um ntimero e o valor absoluto
de um numero. Para expressar esta diferenca, ele prop6és uma notacao
segundo a qual a oposta de uma quantidade a é representada por a e as
quantidades opostas sao definidas pela equagao a+a=0. (Wilckens 1800)

Foi no quadro desta discussao sobre os fundamentos que foram
refutadas, na Alemanha, as teses de Carnot. EG. Busse, professor de
matematica na Escola de Minas de Freiberg, publica, ja em 1804, uma
resposta a Carnot. Busse explica que embora, historicamente, os sinais
das operacoes tenham sido concebidos apenas para o uso exclusivo dos
numeros absolutos, apresenta como um dos progressos da algebra que
os coeficientes e as variaveis podem atingir valores positivos e negativos.
Ele distingue estes sinais das operagoes dos sinais dos préprios nimeros.
Para Busse, algebra constitui o fundamento da matematica, enquanto a
geometria nao passa de uma espécie de dlgebra aplicada. As contradigoes
que aparecem no dominio da geometria nao atingem portanto a algebra
e devem resolvidas em geometria (Busse 1804).

A refutagao mais radical das teses de Canot® encontra-se na primeira
apresentacao verdadeiramente precisa de uma teoria dos nimeros
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pegativos, publicada em 1917 e devida a W.A. Forstemann, professor de
' atematica n Ginasio de Danzig. Que eu saiba, este livro é também o

primeiro a estabelecer sistematicamente uma separagao entre
antidades e numeros. Forstemann critica a nogao de quantidade,
cessivamente geral, segundo ele, e propoe substitui-la pelos dois
conceitos de grandeza e de nimero. Somente os nimeros constituem a
. ‘se da aritmética. E somente com os niimeros que se podem executar
operagoes algébricas (portanto, ndo com grandezas):

. “Grandezas sao: linhas, angulos, extensées, planos, sélidos, pesos,
extensoes do tempo, conjuntos de pessoas ou de livros. Niimeros, no
entanto, sGo apenas expressoes das relagoes entre quantidades da
. mesma espécie” (Forstemann 1817, p.1).

Pode-se multiplicar nimeros e eleva-los a poténcias, mas nao se pode
er o mesmo com grandezas. Portanto, nao existem quantidades (ou

“Dois numeros sao opostos aditivamente quando a subtracao de um
efetua o mesmo resultado que a adigao do outro” (ibid., p.8)

. Utilizando @ como simbolo do ntimero oposto a a, Férstemann chega
 definicdo seguinte: para um numero inteiro qualquer b, seu oposto b
dado pela equagao b+b=0; a subtracao geral em nimeros inteiros é
rtanto definida por: a-b=a+b (ibid., p.9).

- Forstemann estabelece, em seguida, e nisto ele é também o primeiro,
regras do calculo restrito que se pode efetuar com as grandezas e as
calculo misto com nimeros e grandezas (por exemplo, a multiplicagao

Apesar desta forte tendéncia em favor dos nimeros negativos, na
€manha, a matematica alema nao escapou completamente da
Huéncia da epistemologia francesa e da refutagao das quantidades
gativas. Esta importagao deu lugar a “distorcoes cognitivas” e a uma
iedade de posigdes sobre a questdo do negativo. Um exemplo
logiiente de uma importacao direta é o da concepgao da algebra

Ografos, e depois foi “repatriado” da Prussia em 1815, tornando-se
ofessor de matematica no Gymnasium de Tréves. No seu manual de
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algebra (1828/29), Stein analisa as diversas concepgoes entao vigentes
sobre os numeros negativos e as reagrupa em trés categorias.

1. Os nimeros positivos e negativos sao as designacoes de quantidades
que realmente existem, mas que tém qualidades opostas.

2. As quantidades negativas e tudo que nao é um “ntmero norma]”
(isto é, absoluto) nao passam de simbolos arbitrarios que podemos utilizay
como meios intermedidrios no decorrer do calculo, mas que nao devem
figurar no resultado final.

3. O emprego de quantidades negativas isoladas € rejeitado e estas sg
sao utilizadas com referéncia as quantidades normais, ou seja, como
“indicagoes” de uma operagao nao executavel de subtracao; por exemplo,
a-b, onde b>a (Stein 1828, p. VII).

O proéprio Stein é partidario da segunda categoria de posigoes,
que é tipicamente francesa. Ele nao sé rejeita a existéncia dos
numeros negativos, como também se recusa a considerar “zero” como
numero. Stein explica de modo bastante claro esta escolha
epistemolodgica: ele utiliza os nimeros apenas como representantes
das grandezas e recusa-se lhes atribuir um estatuto tedrico. Stein
explica as equacgoes algébricas em termos de grandezas do “mundo
fisico” (em francos, em metros, em dividas, em bens), e
principalmente com a ajuda de grandezas positivas. Ele evita utilizar
a doutrina das quantidades opostas, porque ela tem para ele um
carater metafisico.

A terceira posicao esbogada por Stein é a que adota o matematico
alemao M. Ohm (1792-1872). Embora L. Novy tenha atribuido a Ohm
uma contribuicao original aos fundamentos da algebra (L. Novy
1973, p. 85-89), pode-se dizer que sua concepgao também € 0
resultado de uma transmissao das concepg¢oes francesas. Isto €
marcado de modo bem particular pelo papel privilegiado que ele
atribui aos nimeros, absolutos ou naturais. Do mesmo modo, Ohm
jamais recorre a doutrina das quantidades opostas e o usO
caracteristico da expressao “operacgao indicada” revela as influéncias
de Condillac e de Carnot. Na prdatica matematica, a primeira e @
terceira posi¢ao nao diferem muito, nao passando a terceira de uma
“reserva mental”. Entretanto, esta posi¢ao ergue-se como ul
obstaculo a passagem das operagdes com o0s numeros naturais as
operacoOes com 0S numeros reais.
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Restaria analisar como as posigoes “tradicionalistas” alemas e as
e osi¢oes “importadas” da Franga interagiram, na Alemanha, e como a
efinicao weierstrassiana dos nimeros negativos acabou vencendo. Isto
nao posso fazer dentro dos limites do presente artigo.

EFrEITOS DA REJEICAO DOS NUMEROS NEGATIVOS, RELACIONADOS A
GEBRA
- Tendo a recusa de acordar um estatuto matematico aos nimeros
‘ggativos tomado tal amplitude, as controvérsias nao puderam ficar
restritas a Algebra. De fato, estudar os efeitos desta recusa no
senvolvimento matematico (e didatico) constitui um problema bastante
teressante para pesquisas histéricas, mas, a0 mesmo tempo, é um
roblema de grande complexidade.
. Para se dar uma idéia, eis algumas indicagoes: as conseqiiéncias da
ecusa dos numeros negativos aparecem em todas as situagoes onde se
lica a Algebra a Geometria. Fato ainda nao destacado (em meu
ecimento), € que é em torno da Trigonometria que se dao as discérdias
acirradas sobre a aceitagao (ou a rejeicao) dos numeros negativos!
0 ndo deveria ter nada de espantoso, uma vez que, em Trigonometria,
numeros negativos nao intervém somente ao final de uma resolugao,
do aparecem as solugoes das equacoes, mas eles sdo utilizados para
olver diversos procedimentos e sao assim reais instrumentos
tematicos. Entretanto, nao deveriamos concluir que os niimeros
ativos se impoem como indispensaveis em Trigonometria.
Deve-se entdao tomar precaugées para nao interpretar
ipitadamente os desenvolvimentos que nos parecem ser
cessarios”. Desta forma, nos manuais de Trigonometria da primeira
tade do século dezenove, tanto na Franga como na Alemanha,

Nceses desta época os numeros relacionados com as coordenadas
eixos (evitava-se assim o uso de ntimeros negativos para as
rdenadas nas duas direcdes)??. Até mesmo as férmulas
Onométricas para angulos compreendidos entre 0 e 27, que, para
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ErErTos pas EscoLHAs EPISTEMOLOGICAS SOBRE A MATEMATIC,
EM GERAL

A rejeicao dos numeros negativos teve também importanteg
repercussoes sobre a matematica em seu conjunto. A énfase colocady
sobre uma Geometria pura, sem mistura com a Algebra, fez nascer um
novo tipo de “Geometria sintética” estabelecido por Carnot, Poncelet ¢
J. Steiner. Além disso, esta refutagao deu um impulso singular a aparicag
de uma nova disciplina matemaética: a Geometria Vetorial. Tendo 3
Geometria tradicional revelado-se impotente para tratar as questoes de
posicao de uma forma mais generalizada, houve diversas tentativas de
introduzir e precisar a nocao de diregao em Geometria, notadamente
para interpretar geometricamente os numeros imaginarios. Mourey
parece ter sido o primeiro a introduzir o vetor como novo conceito
fundamental. Em uma obra de 1828 (reeditada em 1861), “dedicada aos
amigos da evidéncia”, Mourey (um personagem quase desconhecido)
introduziu a nog¢ao de “caminho”, unificando as duas nogoées de
comprimento e diregcao em um s6 novo conceito fundamental. Ele
estabeleceu também um calculo das operacoes sobre os caminhos. O
que é diretamente pertinente para o nosso proposito ¢ que Mourey chega
a essa teoria pelo viés de sua refutacao dos numeros negativos. Devido
ao caso de um termo indeterminado, como x - a ou a - X, em que nao se
pode prever se o resultado sera “absurdo” ou nao, Mourey excluiu a
subtracgao da Algebra.

“Segue-se que o sinal -, considerado como exprimindo a subtracao,

nao pode ser utilizado em Algebra” (Mourey, 1861, p. 1).

Estando a Algebra assim tao gravemente amputada, Mourey procura
um “meio de substituir a subtragao” (ibid., p. 2) e é assim que ele descobre
uma nova Geometria, a Geometria dos caminhos. Vale ressaltar que
Hermann Grassmann (considerado o descobridor da Geometria Vetorial)
reclamou em 1844 que a esséncia de sua descoberta residia justamente
na fusao dos dois conceitos de comprimento e diregdao com o de vetor
(H. Grassmann, 1844, p. 145-146)*. Além disso, ele sublinhou que 2
motivacao principal de seu trabalho resultou da “consideracao do
negativo dentro da Geometria” (ibid., p. iii). Como a Algebra Linear estd
na origem da Geometria Vetorial, podemos dizer que a recusa de uma
algebrizacéao direta a tudo, acaba por permitir uma certa algebrizaga®
no seio da Geometria.

- e ATV NS
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REGRESSO A NogAo DE OBSTACULO EPISTEMOLOGICO

As principais causas da contestagao do estatuto matematico dos niimeros
f{:gﬂegativos pertencem a trés grandes categorias que defino a seguir:

a) Os obstaculos internos a Matematica

O problema central consiste em diferenciar o conceito de quantidade

il

‘e estabelecer o de nimero como novo conceito fundamental e
'rsindependente trata-se entao da aparicao do tripé: quantidade - grandeza
| _ ntimero, onde:

. quantidade ¢é historicamente o conceito de base para toda a
'(éf;uMatemética mas nos dias de hoje “quantidade” nao representa mais um
« conceito matematico concreto. Antes, ele se reduz a um elemento de
etorica, aparecendo ocasionalmente no discurso sobre a Matematica?;
- grandeza adota uma parte dos significados originais de
quantidade”®, como por exemplo o de “ntimero concreto” ou (dentro da
terminologia escolar tradicional) “ntimeros complexos” (“benannte
Zahlen” como 5 quildometros ou 2 francos) e € utilizado, nos programas
scolares, como nogao a partir da qual sao desenvolvidos, por abstragao,
08 “ntumeros abstratos”, entéo 5 ou 2 (podemos dizer entao que “grandeza”
' constitui o conceito de base para a Aritmética escolar);

- nimero é o conceito central de uma das partes da Matematica, a
“Antmetlca

jlf‘;j Parece entao que, na Franga, a diferenciagao entre quantidade e
lumero tenha aparecido bastante tarde e que “quantidade” foi

onseqiiéncia da indiferenciacdo de “quantidade” foi a falta de
g 1ferenc1agao exp11c1ta entre grandezas e nimeros. Um obstaculo
"v

- Notemos que esta categoria de obstdculos nao parece ter causado
,;'x;gupturas propriamente falando, e que ela teria, antes, contribuido para

(lentos) progressos marcados pelas diferenciagoes conceituais.

. b)os obstaculos epistemolégicos

Esta é uma categoria totalmente diversa, que é responsavel pelas
:qutUras que apareceram. Encontramos aqui as epistemologias
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subjacentes a transmissao do saber cientifico 4 sociedade em geral. Poy
“epistemologia”, podemos compreender as concepgoes mantidas sobrg
as condigoes da “existéncia” das entidades matemaéticas. Estag
epistemologias se apresentam na alternativa seguinte:

- uma epistemologia substancialista (ou ontolégica), segundo a qual
os conceitos sao justificados por uma reducao aos seres aos quais
outorgamos uma existéncia como a do mundo fisico;

- uma epistemologia sistémica, onde a existéncia é justificada pela
coeréncia do campo conceitual, devendo os conceitos satisfazer apenas
as condigoes internas da Matematica.

Ameu ver, a opcao em favor de uma ou de outra destas epistemologias,
dentro de uma dada cultura, ressalta as condicdes sociais (das quais
dependem também o “gosto” ou “desgosto” pelas ciéncias puras) e é
desta forma, suscetivel a mudar e conhecer rupturas.

c) A arquitetura da Matematica

Ha uma terceira categoria de causas dos obstaculos aos quais vém se
misturar e interagir as causas internas ao desenvolvimento matematico
e as causas propriamente epistemologicas. Trata-se das concepgoes sobre

’

a “arquitetura da Matemadtica”, e, particularmente, das concepgoes sohre
o peso relativo da Algebra e da Geometria, com respeito aos fundamentos
da Matematica. Varias opgoes sao apresentadas, cada uma tendo por
consequéncia uma diferenciacao particular:

- se a Algebra e a Geometria sao igualmente fundamentais, de fato,
devemos ter as nogoes fundamentais que possam servir uma vez na
Algebra ou na Geometria. O efeito disto é impedir uma diferenciacao da
nogao de quantidade, visto que supde-se que esta nogao compreenda
aquela dos numeros (como “quantidade discreta”) e aquela de “linha”
(como “quantidade continua”);

- ou se uma destas partes domina a outra;

- se entao a Geometria é considerada como a disciplina mais
fundamental, que incluiu alguma sorte de Algebra (é a posigao dos Gregos
e de Euclides), entao a quantidade serve de nogao de base e a nogao de
numero é derivada;

- ou se é a Algebra que é vista como a disciplina fundamental em si,
a Geometria nao sendo mais que um campo de aplicagao da Algebra,
entao temos a concepgao que sustenta o esforgo chamado “aritmetizacao
da Matematica”, com o nimero como nogao de base.
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As questoes que sao levantadas sobre a arquitetura da Matematica
3.. primordiais, para a didatica assim como para a elaboragao de
_:ogramas de ensino, porque tocam nos problemas de transposigao do
aber cientifico as “seqiiéncias didaticas”, seguindo uma ordem, seja
-gica", seja “natural”’, seja “psicolégica”. E também em torno destas
ruestoes que sao expressas as visoes da Matematica mantidas pelo
nde publico. Assim, parece-me que foi esta categoria que realizou
uma contribuicao bastante determinante aos casos de rupturas.
Antes de concluir, ha certas observacgoes que gostaria de fazer sobre
nogao de obstaculo epistemoldgico, como explicativa da aparicao de
pturas no estatuto conferido a certos conceitos matematicos. No
omeco desta pesquisa, eu estava convencido de que a nogao de
staculo epistemologico era a categoria explicativa adequada (e
nfesso que esta terminologia é bastante sedutora), mas (sem me
misturar na discussao dos didaticos franceses (ver Brousseau, 1983 e
aeser, 1984)) depois de uma volta as fontes bachelardianas (Bachelard,
38/1975) tenho duvidas sobre a possibilidade de aplicar esta nocao.
Minhas dividas nao vém tanto do fato de Bachelard ter excluido o
nhecimento matematico do dominio da aplicagdao de sua nogao de
taculo epistemolodgico, dizendo:
A historia da Matemadtica é uma maravilha de regularidade. Ela
. conhece periodos de parada. Ela ndo conhece periodos de erros”

LB

.,};(Bachelard, 1975, p. 22).

A meu ver, esta observagao apresenta uma visao muito estreita do
0.

. Masa posigao de Bachelard torna-se realmente problematica quando
tende “a formacao do espirito cientifico” como um processo teleolégico,
seja, dirigido necessariamente a um progresso em teoreticidade, a
Vitéria ultima da razao. Reconhecemos ai a visao racionalista da
latematizagao, suposta necessaria e desejavel, das ciéncias no seu
cesso evolutivo. Deste ponto de vista, o processo de formacao do
Spirito cientifico se realiza em trés etapas sucessivas (bastante analogas
de Piaget): um estado concreto, pré-cientifico, onde reinam os
Omenos; um estado concreto-abstrato, onde a experiéncia fisica
Ompleta-se com as abstragdes; enfim, o estado abstrato propriamente
1to (identificado com nossa época), onde domina a razao teérica. Para

achelard, ndao hd ruptura no progresso da razio humana: se ha recuos

ERT ScruprinG 83



na nossa €poca, sao pontuais e provisorios, nao representam mais que
uma “sonoléncia do saber” nos individuos (1996, p. 10), e ndo uma escolhy
deliberada. Por “obstéaculos epistemolégicos” podemos entag
compreender as expressoes de tais “sonoléncias” individuais (donde g
atencao que a didatica lhes destina).

Mas a historia “social” dos nimeros negativos nos oferece exemplos
onde a escolha por uma epistemologia parece ter sido feita (como decisag
“coletiva”, e nao somente de alguns individuos!) com um pleng
conhecimento das epistemologias concorrentes. Para o estudo de tais
casos, nao podemos recorrer a nogao de obstaculo, que supoe, ao
contrario, uma certa incapacidade, intelectual ou outra. Entao, se uma
escolha é feita com conhecimento das diversas possibilidades, nao se
pode desqualificar a epistemologia que sustenta esta posigao, rotulando-
a como “obstaculo”.

Contudo, as reflexoes de Bachelard podem ser utilizadas para
esclarecer as dificuldades dentro dos desenvolvimentos conceituais
(particularmente na primeira categoria de causas). Bachelard mostrou
bem como o “conhecimento geral” e uma epistemologia “substancialista”
podem transformar-se em obstaculos ao conhecimento cientifico, em
seu estado pré-cientifico. Por “conhecimento geral”, Bachelard entende
que sao conceitos “corretos e uteis”, mas que podem constituir um
obstéculo “oferecendo ao pensamento uma forma geral prematura” (ibid.,
p. 82). Como exemplo, ele analisa o conceito de fermentagao do século
dezoito como nao diferenciado e, portanto, nao operacionalizado?.

Assim, a nogao de quantidade apresentou este mesmo carater
universal, geral e intuitivo (ver ibid., p. 98) que impede a especificacao
das idéias que ela recupera. D'Alembert critica a defini¢ao correntemente
considerada da “grandeza” (em sua época tomada como definigao da
“quantidade” por toda parte) como muito geral e inconveniente para a
pesquisa.

“Segundo a definicao que acabamos de trazer, devemos chamar de

grandeza tudo aquilo que é suscetivel de aumento e diminuicao;

ora, a luz é suscetivel de aumento e diminuicdo, entretanto nos
expressariamos com forte impropriedade considerando a luz como

uma grandeza” (Encyclopédie, vol. 7, p. 855).

Ademais, falando de obstaculo “substancialista”, Bachelard analisa
toda uma série de tendéncias do pensamento cientifico, onde ligamos
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etamente a uma substancia, as qualidades diversas de um conceito
id., pp- 121 ss). Neste artigo, colocamos em evidéncia diversas
nentacgoes contra a existéncia de numeros negativos, que se nutrem
um substancialismo deste tipo. Como, entre outros, a identificagao
Geometria (euclidiana, em trés dimensoes) ao espago de nossa

ognitivo e cientifico independente das mentalidades e das visoes
pecificas das nagoes, como um invariante cultural. Ora, o estudo aqui
resentado fornece indicagoes sobre as dependéncias manifestas entre
‘ contextos culturais e nacionais e as epistemologias favoraveis (e
sfavoraveis) a certos desenvolvimentos cientificos. Estas dependéncias
vertem contra uma transposicao imediata de uma certa etapa da
olugao cientifica para o processo de aprendizado, designemos esta
pa como um “obstaculo” ou a privilegiemos como etapa necessaria a
ada individuo, de uma nova geracao.
~ Entretanto, ao mesmo tempo, estas dependéncias implicam uma
: ponsabilidade da didatica, que deve levar em conta as epistemologias

- Noras

1. Versao redigida de uma exposi¢do ao coléquio “Histéria e
istemologia da Matematica”, Montpellier 31.5 — 1.6.1985.

2. Outros exemplos sdo: o nimero 15.3 (maio) 1984 do “Journal for
Search in Mathematics Education”. Apesar do nimero ser dedicado
eiramente aos problemas da subtragdo, nenhum dos artigos discute
Dumeros negativos.

3. Houve outros estudos de didatica versando sobre histéria. Um
udo bastante interessante descreveu como os autores utilizaram a
toria dos numeros negativos para desenvolver nos docentes uma certa
sibilidade aos obstéculos inerentes a este conceito. Eles colocaram
H1 ponto particular no esclarecimento da natureza convencional da
8ra dos sinais”. A histéria da matematica parece, segundo os autores,
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progredir em marcha lenta, porém continua (Arcavi et al., 1982). Un
outro artigo discute os problemas dos ntmeros negativos dentro da
histéria da matematica em relacao aos modelos, atualmente utilizadog
nos EUA para ensinar as quatro operacoes sobre os inteiros (Crowley,
Dunn 1985).

4. De fato, eu s6 conhego um exemplo de refutacao da regra dos sinais,
J. Klostermann (Petesburg). Correspondente associado da sociedade real
de ciéncias de Gottingen, ele estabeleceu, em 1804 e 1805 o “teorema”
seguinte: menos multiplicado por menos d4 menos. Notavelmente, ele
nao refuta a existéncia dos niimeros negativos. No entanto, ele aceita ¢
calculo com as “quantidades opostas”. O erro principal de sua
“demonstragéo” reside no fato que ele nao distingue entre o sinal da
operagao e o sinal do numero (Klostermann 1804 e 1805).

5. Segundo o principio da permanéncia, nao ha um sé sistema de leis
que reja as operagoes sobre todos os sistemas de nimeros, mas antes
uma hierarquia:

A extensao progressiva do sistema de naturais aos sistemas (maiores)
dos inteiros, racionais, reais ¢ definida de uma tal maneira que o conjunto
das leis em vigor no sistema inferior continua em vigor no proximo
sistema superior.

6. Este livro de um Engenheiro-topégrafo e “Gedmetra chefe do
Cadastro da Costa do Ouro” é apenas o segundo tratado de didatica de
matematica na Franga, junto com o de Lacroix, por toda a primeira
metade do século XIX!

7. Busset culpa particularmente Euler, de ter “resolvido esta questao
pela afirmativa! Ora, nao temo dizer, apesar de meu respeito... pelo génio
de Euler..., esta doutrina é para mim o auge da aberragao da razao humana,
e s0 a ela, ela sera suficiente, seja para afastar do estudo da matematica
uma multidao de espiritos excelentes, seja para acreditar todas as falsas
idéias que debitamos sobre estas ciéncias” (Busset, 1843, p. 47).

8. Glaeser menciona também a dimensao epistemolégica das relagoes
da matematica com a realidade fisica (Glaeser 198 1, p. 339), mas a relacao
grandeza-ntimero nao figura nesta lista de obstaculos (ibid., p. 308).

9. Para o periodo indo das origens até a Idade Média, eu me servi
principalmente de artigo de J. Sesiano (1985), que descreve 0
desenvolvimento dos ntimeros negativos durante este periodo como uma
passagem do concreto ao abstrato.
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- 10. Luca Pacioli toma uma posigao ambigua: nota-se nele uma
futacao, instintiva, dos numeros negativos, entretanto ele admite uma
_z um prego negativo em um problema comercial e uma outra vez
’fnsidera a solugao negativa em um problema abstrato como um

11. D'Alembert nao distingue o zero matematico do nada absoluto da

i osofia.

12. O editor da publicacao péstuma transformou “equacao” em

as intengoes de Condillac. '

13. Carnot diferenciou claramente, no texto de 1801, a quantidade

'de seu “valor absoluto”, o valor positivo e o valor negativo (Carnot, 1801,

p. 2). Assim, nao se pode mais critica-lo por

. 14. Um exemplo eloqliente é o manual de Francoeur, destinado aos

unos da Escola Politécnica e aos universitarios de Ciéncias. No quadro

a resolugao das equagoes, em Algebra, ele discute longamente a solugao

(?%%segundooscasos:b>doub<deouc>aouc<a.
lvidentemente, ele discute esta questao de Algebra segundo o método

dependentes. Enfim, ele exclui dois casos como solugoes impossiveis
orque: “Toda solugao negativa denota um absurdo” (Francoeur 1819,
wol. 1, p. 149-150). Paralelamente reveladora é a nota “sobre a teoria da
Juantidades positivas e negativas — de acordo — do famoso manual “Cours
‘Analyse” de Cauchy (Cauchy 1821, p. 333-359): ela mostra a necessidade,
ira Cauchy, de apresentar aos alunos da Escola Politécnica os elementos
Algebra de maneira que 0s numeros negativos sejam aceitos.
15. Depois de procurar um exemplar deste livro (um processo de longa
agao) eu fiquei muito surpreso de constatar que antes deste primeiro
pitulo “Numeros positivos e negativos” hd como uma verdadeira
abega” um capitulo de “Introducoes” de Geometria. £ uma exposicao
da doutrina de segmentos orientados, ou melhor, dos “caminhos” (de
ordo com a terminologia Mourey, ver mais longe). Ela é utilizada como

 Tegras do calculo com o novo tipo ntimeros. E preciso acrescentar
€ sete € um dos raros manuais onde se enfatiza o carater convencional
*d8 regras dos sinais. (Bourlet 1896, p. 21).
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16. Esta diferenca nao foi mencioada até hoje, na historiografia. §
muito dificil avangar nas hipdteses sobre as razoes desta evidente
diferenca. Entretanto, a doutrina das quantidades opostas deriva-se dag
reflexoes filos6ficas, parece-me que houve na Alemanha debates e trocag
bastante estreitas e frutiferas entre matematicos e fil6sofos. Além dag
diferencas profundas entre a filosofia alema e a filosofia francesa, existe
uma desconfianca entre autores (de numerosas correntes filoséficas) de
sistemas transcendentes desacreditados, na Fraca, ao lado da anexacao
a filosofia jesuita.

17. Infelizmente, nao existe uma tradugao adequada da palavra
“aufheben” (o que ja é muito indicativo!). Segundo Hegel, por exemplo,
“aufheben” tem as vezes o sentido de negar, assim como o de conservar,

18. A dupla “método analitico” — “método sintético”, conheceu, no
decorrer da histéria uma grande variedade de significados (que ja
expliquei na minha exposigao da terceira Escola de Verao de Didatica
da Matematica, julho 1984, Orleans). Entretanto o significado atribuido
aqui aos dois métodos por Kligel tem muitas vantagens porque ele nos
conduz ao fundo dos debates ideolégicos sobre o “método”.

19. Esta critica é correta, mas Carnot nao a aceita como refutacao
porque ela implica admissao dos nimeros inteiros, tanto que para Carnot
s6 hd numeros absolutos e o significado dos sinais x e - € simplesmente
de sinais das operacoes.

20. Uma outra refutagao exaustiva se encontra no livro de W. A,
Diesterweg (1831) que trabalha no mesmo nivel da “matematica de
problemas” mas que defende a independéncia da Algebra, apesar desta
tendéncia favoravel ao método sintético.

21. O primeiro texto francés onde se diferencia de uma maneira
analoga entre nimeros e grandezas é uma memoria de 1843: M. Marie
esta prestes a admitir os nimeros negativos (no quadro de uma “Algebra
pura”), mas uma teoria das grandezas negativas nao faz para a autora
nenhum sentido matematico (Marie 1843, pp. 11-12).

22. Mesmo Kliigel, em “Mathematisches Wérterbuch” limita-se, sob
a rubrica “Coordinate” a visualizar em seus graficos apenas o primeiro
quadrante.

E Biot (1805), que utiliza o eixo de coordenadas, designa as duas
diregoes de um eixo pelo mesmo sinal: x e y respectivamente. Mai$
tarde, encontramos, em todo o século dezenove, nos manuais franceses:
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como expressao de um “compromisso”, a designagdao X, X' e Y, Y,
gspectivamente para os quatro eixos. Designa-se os pontos pelas letras
nas figuras, mas nao pelos niimeros.

f' . 23. Nao gostaria de excluir a possibilidade de que Grassmann tenha
visto o livro de Mourey, pois encontramos este livro ja citado, em 1834,

m um livro sobre equacgées algébricas de M.W. Drobisch, matemaético e

~ 24. O termo “quantidade” néo representa apenas a concepc¢ao
tradicional da Matematica (“a Matematica é a ciéncia das quantidades”,

losofica: ele faz, ao mesmo tempo, alusdao ao par de caracteristicas
los6ficas qualidade-quantidade.
25. De fato, as defini¢6es respectivas de “quantidade” e de “grandeza”

tilizados um em lugar do outro. Mesmo hoje em dia, nao se distinguem
,'mpre claramente estes dois termos (em alemao nao hé duas palavras
diferentes como em francés (e portugués)). Para uma discussao didatica
nocgao de “grandeza” e de seu contexto, ver Rogalski, 1979.

\assaz tardia. O conceito nao estava ainda claro, e mesmo definido, no
inicio do século dezenove. Ver o estudo de A. Duroux (1983) sobre os

‘{.’ 27. Bachelard comenta: “o pensamento cientifico moderno empenha-
s para especificar, limitar, purificar as substdncias e seus fenémenos.
rocura o fermento especifico, objetivo, e nao a fermentacgao universal...
e tudo fermenta, a fermentacgao acaba sendo um fenémeno sem grande
Interesse. Convém, pois, definir o que nao fermenta, o que pode impedir
a fermentagao” (Bachelard, 1996, p. 89-90).
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