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Um Olhar Sobre a Formacao Continuada
do Professor de Matematica

RosaNA DE OLIVEIRA E Rosa M. Mazo REe1s

Esta secao foi criada no Boletim 36 e nosso objetivo foi abrir um
espago para o professor, infelizmente ainda nao recebemos nenhum
relato dirigido a este espago, mas queremos lembrar que ele esta aberto.

— Professor conte o que aconteceu em sua aula!

Ao final desta segdo no boletim 37, dissemos que neste boletim
apresentariamos os relatorios produzidos pelos professores com os
comentarios sobre a produgao de seus alunos. Optamos por mudar de
rumo e usar este espaco para relatar a produgao dos professores sobre a
atividade sugerida no boletim 37.

A atividade foi proposta no Curso de Atualizagao em Matematica para
Professores do Ensino Médio, do Programa Pré-Ciéncias da FAPERJ que
se realizou no primeiro semestre de 2000. Lembramos que
ministravamos a disciplina Aplicagées Complementares a Sala de Aula.

O relato nesta secao esta voltado para a produgao matematica do
professor. Procuramos registrar neste espago como o professor se
expressa como aprendiz, e observar a sua relacdo com contetdo
matematico. Vale ressaltar que nao é nosso objetivo avaliar sua
competéncia matematica, tomando como referencial os manuais formais.
Esta atividade remete a um modelo algébrico (uso de letras e equagdes)
de resolucao. De maneira geral, espera-se que o professor se expresse
com esta lingua. Usaremos aqui uma distingao entre lingua e linguagem,
chamamos de lingua aos simbolos ou sinais escritos no papel e linguagem
ao conjunto de simbolos, cdlculos, explicagoes verbais com entonagaoes,
olhares. Digamos que a lingua é parte constituinte da linguagem, mas
nao se restringe a ela. O que poderemos observar é que independente da
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sua habilidade em algebrizar situagoes problemas, quando estéa diante
de uma situagao nova, o professor tende a percorrer os mesmos caminhos
que a maioria de nossos alunos percorre.

A atividade proposta foi a seguinte:

Resolva a atividade abaixo, busque estratégias para resolveé-la.

Que contetdos vocés acham que poderiam emergir dessa atividade?

Em que série vocé aplicaria esta atividade?

Os SETE JOGADORES

Sete jogadores combinaram que o que perdesse teria de pagar aos restantes
seis, tanto dinheiro quanto cada um deles ja tivesse. Noutras palavras, deveria
duplicar o dinheiro deles. Jogaram-se sete partidas e, a cada vez, perdeu um
jogador diferente, isto é todos perderam uma vez, no fim, fez-se um balango
das posses de cada um, verificando-se que todos tinham o mesmo tanto, a
saber, 128 reais. Com quanto dinheiro cada um deles comegou?

Embora as perguntas nao se restringissem a resolugao do problema,
de um total de seis grupos observe o retorno que recebemos.

- Quanto a resolucao: foi apresentada por todos grupos.

- Quanto a estratégias: apenas um grupo referiu-se a ela.

- Quanto a contetdos: trés grupos

Os conteudos citados por estes grupos foram: operagoes em N,
potenciagao, razdo, proporg¢ao, matrizes, determinantes, raciocinio
16gico, operagao inversa, método recursivo, seqiéncias (Progressao
Aritmética - PA e Progressao Geomeétrica - P.G.), e somatorio.

- Quanto a série: trés grupos - do ensino fundamental, 4° ciclo (antiga
sétima e oitava séries), e ensino médio.

Diante deste levantamento estatistico levantamos duas hipoteses,
uma sobre o quanto o professor estd envolvido na tarefa de resolver o
problema e nesse sentido prioriza o fazer matematico em prol do fazer
pedagdgico, e a outra hipétese é de que o professor so se sentird a vontade
em discutir o fazer pedagdgicoapés ter cumprido o seu fazer matematico,
nesse sentido ele estaria vivenciando a tarefa do seu aluno e, portanto,
* teria mais informacoes sobre como orientar o fazer pedagogico.

Mas o que estamos chamando de fazer pedagdgico e fazer matematico?

Esta é ainda uma concepgao em processo de construgao, mas que de
alguma forma, vem aparecendo no comportamento de professores
envolvidos em cursos de formacao continuada.
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Estamos chamando de fazer matematico, o fazer que esta relacionado
a produgao escrita sobre a atividade, e a troca que acontece no processo
de resolucao da questao proposta. J4 o fazer pedagogico é o pensar sobre
a atividade aplicada ao seu aluno, ao ciclo adequado, aos conteudos e
competéncias envolvidos. Em outras palavras o fazer matematico diz
respeito a interagao entre professor (aprendiz) e a atividade proposta, o
registro no caminho dessa solugdo e a troca com 0 outro professor
(aprendiz), o fazer pedagogico ¢ um olhar de “fora” do processo de
resolucao, é avaliar a interagao do seu aluno com a atividade e decidir a
melhor forma de encaminhar esta relagao para que se estabeleca um
dialogo que propicie a aprendizagem.

O professor tem se comportado, de uma maneira geral, mais
preocupado com o seu fazer matemdtico, com raras excegoes, ele se
dispoe envolver-se na tarefa de discutir sobre o seu fazer pedagogico
antes de se envolver no seu fazer matematico.

Vamos a partir deste momento voltar o nosso olhar para o fazer
matematico do grupo de professores sobre a atividade dos Sete
Jogadores, aquilo sobre o que todos os grupos produziram registros e
discussoes.

O problema remete num primeiro momento a uma discussao sobre o
entendimento do enunciado, uma interpretagao inicial é que por
terminarem todos com a mesma quantia, entao todos deveriam comegar
com a mesma quantia, deixando assim de lado a informagao sobre a
duplicagao do dinheiro de cada um dos ganhadores. Esse fato tem gerado
um grande debate nos grupos. Uma vez convencidos que a quantia inicial
precisa ser diferente, muitas vezes tem sido preciso alguma interferéncia
no grupo para que sua interpretacgao inicial seja modificada. Outro
caminho que alguns grupos vém tomando € o de atribuir determinados
valores e analisar o que acontece, ou seja, iniciam a resolugao do
problema através da estratégia de tentativa e erro. Quando esta é a
estratégia escolhida, de uma maneira geral, néo tem ido muito longe.
Com certa freqiiéncia percebem que a questao do duplicar, esta
relacionado a poténcias de 2. Um professor atribuiu uma letra para a
quantia que cada um tinha inicialmente e se perdeu em célculos
algébricos sem chegar a uma resposta, mas identificou as poténcias e
estabeleceu algumas relagdes verdadeiras entre os valores. Depois de
algum tempo de tentativas que nao conduzem a solugao os professores
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tem comegado a trilhar um caminho que leva a solugao do problema,
um caminho de calculos, que parte do fim para o inicio, atribuindo
alternadamente a cada jogador a perda em cada uma das sete partidas.

Apresentaremos a seguir os registros dessas solugoes, embora possa
parecer num primeiro momento que todas sao iguais, ao final, pequenas
diferencas, reflexos da maneira de pensar de cada grupo serao
comentadas. Dentre outras, a descoberta da maneira de pensar, da forma
utilizada por cada grupo, sao aspectos norteadores para o professor
conduzir sua aula, para atingir os objetivos da mesma.

Grupo A:
0 1 2 3 4 5 6 7
18 64 | 128
23 64 | 128
32 64 | 128
44 16 | 32 | 64 | 128

52 | 29 | 58 | 116 232|464 | 32 | 64 | 128
6* | 18 | 36 | 72 | 144|288 | 32 | 64 | 128
78 5 10 | 21 | 40 | 80 | 32 | 64 | 128

1 2 3 4 5 6 7
449 | 2 4 8 16 | 32 | 64 | 128
225 1450 | 4 8 16 | 32 | 64 | 128
113 [ 226 | 452| 8 16 | 32 | 64 | 128

97 |114)| 228|456 | 16 | 32 | 64 | 128
29 | 58 | 116| 232|464 | 32 | 64 | 128
15 | 30 | 60 | 120 | 240 | 480 | 64 | 128
8 16 | 32 | 64 | 128 | 256 | 512 128

O grupo A esboga um quadro onde as colunas representam os
jogadores e as linhas representam partidas A utilizacao do zero provoca
uma discussao. O que seria o jogador 0 (zero)? E a jogada zero? Nao
encontramos significado para jogador 0 (zero), mas a partida zero pode
ser pensada como um instante 0 (zero) anterior ao inicio da partida.

No segundo quadro parece que resolvem essa discussdo nao
atribuindo nenhum numero ou cédigo para a primeira coluna.
Interpretamos aqui que as colunas estao representando as partidas e as
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linhas os jogadores. A resposta da questao aparece na primeira coluna.
Ali estao os valores que cada jogador possuia antes de comecar o jogo.

Grupo B:

Final | 72P. | 62P. | 5*F | 42P | 3¢ P | 2¢P. | 12P
128 64 32 16 8 4 2 449
128 64 32 16 8 4 450 | 225
128 | 64 32 16 8 452 | 226 | 113
128 64 32 16 456 | 228 | 114 57
128 | 64 32 464 | 232 | 116 58 29
128 64 480 | 240 | 120 60 30 15
128 | 512 | 256 | 128 64 32 16 8

X o0 jogador que perdeu na partida em questéo.

Cada coluna traz o valor que cada jogador possui durante aquela partida.

Na solucao apresentada por este grupo podemos perceber uma
simetria ou uma matriz transposta. Podemos pensar como numa versao
simeétrica aquela apresentada pelo grupo A. Embora eles registrem na
primeira linha da tabela a ordem das partidas, nao fazem o mesmo com
os jogadores, que por exclusao consideramos representados nas linhas.

Grupo G:
Total $ = 896,00

8 15 29 57 113 | 225 | 449 12
16 30 58 114 | 226 | 450 2 28
32 60 116 | 228 | 452 = - 3¢
64 | 120 | 232 | 456 8 8 8 40
128 | 240 | 464 16 16 16 16 52
256 | 480 | 32 32 32 32 32 6
512 | 64 64 64 64 64 64 72
128 | 128 | 128 | 128 | 128 | 128 | 128 82

A solugao apresentada por este grupo traz uma diferenca no significado
das linhas e colunas. Aqui, ao contrario do usual, na ultima coluna é onde
esta registrado o que ja foi registrado nas colunas anteriores daquela linha.
O grupo registra uma oitava partida, que na verdade seria o momento
posterior a sétima partida, melhor dizendo um oitavo momento.
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Neste quadro a solugao da questao esta registrada na 1? linha.

Grupo D:
13 8 15 29 57 113 | 225 | 449

2 16 30 58 114 | 226 | 450 2

g 32 60 116 | 228 | 452 4 4

5 64 120 | 232 | 456 8 8 8
58 128 | 240 | 464 16 16 16 16
62 | 256 | 480 32 32 32 32 32
7% | 512 64 64 64 64 64 64
128 | 128 | 128 | 128 | 128 | 128 | 128

A solugao do grupo D é uma resposta “quase” idéntica ao do grupo C,
eles representam por 1* , 2¢ ... e 7* as partidas deixando o momento
final em branco, de certa forma, esta indicagao aparece num lugar oposto
a solugao anterior. Nao indicam o que as colunas est@o representando.

Grupo E:
Joga- | 1* Partida 2P 32 P 4" P 5 P 6P 7*P FINAL
dores
A X=24 2 4 8 16 32 64 128
225+113+
57=29+
15+8=
X=449 B
B 225 X=2+ 4 8 16 32 64 128
226+
114+58+
30+16+4
X=450
c 113 226 X=8+ 8 16 32 64 128
228+
116460+
32+8
X=452
D 57 114 228 X=3.8+ 16 32 64 128
232+120+
64+16=
X =456
E 29 58 116 232 X=416+ 32 64 128
240+
128432
X=464
F 15 30 60 120 240 X=532+ 64 128
256+64
X=480
G 8 16 32 64 128 256 X=6.64+| 128
128
X=512
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A solugao do grupo E é um retorno a solugao apresentada pelo grupo
A, neste caso deixam registrados os cdlculos de cada perdedor e trazem
os registros do que representam linhas e colunas, nomeiam os sete
jogadores por A, B, G, D, E, F e G. também definem o momento
posterior a sétima partida como o final, assim como apresentou o

grupo B.

Grupo F:
78 128 | 128 | 128 | 128 | 128 | 128 | 128
62 512 64 64 64 64 64 64
5* | 256 | 480 | 32 32 32 32 32
4t 128 | 240 | 464 16 16 16 16
38 64 120 | 232 | 456 8 8 8
28 32 60 116 | 228 | 452 4 4

16

A solugao do grupo F é simétrica (a simetria é visualizada se tomarmos
um eixo imaginario horizontal) em relagao a solugao do grupo D, aqui o
momento inicial nao é nomeado.

Como podemos perceber sao diferencas sutis, mas que
expressam o pensamento de cada grupo. Uma ansiedade inicial
dos grupos era encontrar um modelo algébrico para resolver a
atividade proposta. Os grupos tiveram dificuldades de
entendimento, e, em sua maioria partiram diretamente para uma
solugao algébrica. Questionamos os grupos para que a partir de
suas solucoes, apresentadas acima, chegassem a uma
generalizacao, procurassem um padrao, enfim analisassem os dados
dispostos nas tabelas. Algumas tentativas foram feitas, em sua
maioria utilizando observagoes sobre as tabelas construidas.
Nenhum grupo chegou a uma solugdao expressa por um modelo
algébrico.

Ilustraremos a seguir essas observagoes feitas por alguns grupos,
para melhor compreender essas observacdes o leitor deve se remeter a
tabela referente a cada grupo. Mesmo aquelas observagdes expressas
através de simbolos, encontram-se associadas a tabela, elas nao sao
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afirmacoes gerais, desvinculadas da estratégia utilizada para solucionar
o problema proposto.

Grupo B

Em particular:

- Tomando os elementos de uma diagonal, da direita para esquerda,
as diferencas entre eles, tomados dois a dois, vao dobrando de valor ou
podem ser vistos como uma seqiiéncia de poténcias de base 2.

- Retirando da tabela um quadrado qualquer de 4 elementos, os
mesmos formam uma propor¢ao, uma vez que o produto dos meios
equivale ao produto dos extremos.

- Tomando um quadrado qualquer, podemos vé-lo como uma matriz
onde o produto dos elementos da sua diagonal principal é igual ao produto
dos elementos da respectiva diagonal secundaria.

- Observamos que as matrizes citadas no paragrafo anterior possuem
determinante nulo.

- Considerando as quantias iniciais, aquelas da primeira rodada, a
diferenca entre elas formam uma PG de razao q = 2.

Grupo D

- Formamos a matriz A (@) ., onde i — jogada e j — jogador. Cada
elemento de sua diagonal secundaria pode ser expresso através da
relagao: 2a, -2 '-".

- Esta relacao acontece sempre que i < j

Sei > jvalearelagaoa; = 2 b,

- Outra observagao:

23| 24-2°
25 2¢-2
2% =22
2% 27-2¢
2V -2
2¥| 2%-2°
29 210 - 26

- Observamos que o valor que cada jogador tinha no inicio era obtido
2+ 7n,onde 1 <n<6
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Grupo F

64x 32x 16x 8x 4x 2x X
64x = 128 x=128/64 x =2
X7 =128 %! =2 X=2

O livro do qual retiramos a atividade dos sete jogadores apresenta
um eshogo da solugao que apresentaremos abaixo. Mesmo sendo um
livro que propde que se Aprenda Algebra brincando, ele ao apresentar a
solugao, da alguns saltos pressupondo que o leitor possua habilidade
para concluir o que foi feito.

SorucAo “ALGEBRICA”

O dinheiro que circulou era o mesmo todo o tempo do jogo, isto é 7
vezes 128,00, perfazendo o total de R$ 896,00.

Essa observacao ¢é feita por alguns grupos e os grupos C e F deixam
esse valor registrado préximo a tabela.

Chamando a quantia do primeiro a perder no jogo de y. Ele tinha y
dinheiro, restando 896 — y. Depois da primeira mao ele pagou e fica com
y — (896 —y) ou seja 2y - 896.

Nesta etapa o autor faz uma manipulagdo algébrica relativamente
simples, y - (896 —y) = y - 896 + y = 2y — 896, essa transformacao tem
por objetivo visualizar o nimero 2 (dois) e suas poténcias.

Depois da segunda partida seu capital dobrou 2 (2y — 896)

Depois da terceira mao 22 (2y — 896)

Depois da quarta mao 2° (2y — 896)

Depois da quinta mao 2* (2y — 896)

Depois da sexta mao 2° (2y — 896)

Observe que o autor usa a expressao “depois da primeira mao”,
“depois da segunda mao”, a confusao que aparece nos registros dos grupos
em relagao ao ultimo momento, ou 8° momento ou momento final
relaciona-se com essa interpretagao, s6 seria possivel avaliar quanto
jogador tinha apés realizada a partida e um dos jogares fosse o perdedor.

Depois da sétima mao ele fica com 2° (2y — 896) = 128.

Assim podemos determinar o valor do primeiro jogador a perder: Y =449

Procurando nao seguir o procedimento usual dos manuais de
Matematica, temos:
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26 (2y — 896) = 128

2y — 896 = 128 : 2°

2y — 896 = 27; 26

2y — 896 = 2

2y = 2 + 896

2y = 898

y =898 :2

y = 449

Se a partir do valor de Y retornarmos substituindo y nas expressoes
acima, teremos quanto o jogador Y tinha de dinheiro ao final de cada
partida, esses valores podem ser vistos em todas as tabelas, sao eles:

2y — 896 = 2. 449 - 896 = 2

2 (2y — 896) = 4

27 (2y — B96) = 8

2% (2y — 896) = 16

2% (2y - 896) = 32

2° (2y - 896) = 64

25 (2y - 896) = 128

Procedendo da mesma forma, o jogador que perdeu a segunda partida,
inicia o jogo com a quantia z, apos a primeira partida ele ficou com 2z.

Lembre-se que esse jogador apos a primeira partida onde nao foi o
perdedor, ele dobra seu capital, por isso 2z.

Apos a segunda, a qual ele perdeu, ele fica com 896 -2z, restando 2z
- (896 -2z) ou seja, 4z — 896.

Depois da terceira 2 (4z — 896)

Depois da quarta mao 27 (4z — 896)

Depois da quinta mao 2° (4z - 896)

Depois da sexta mao 2* (4z — 896)

Depois da sétima mao ele fica com 2° (4z — 896) = 128. Assim podemos
determinar o valor do segundo jogador a perder: Z = 225

Todo o processo se repete, mas observe que ha uma diferencga entre
a expressao relativa ao primeiro jogador e a expressao do segundo
jogador, o que nao nos impede que possamos a partir dai, intuir uma
regularidade.

Vejamos:

1° jogador a perder: 2% (2y — 896) = 128

2° jogador a perder 2°(4z — 896) = 128
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O expoente do dois que esta fora dos parénteses diminui de uma
unidade, ou seja, dividimos por 2, enquanto no numero que multiplica a
letra se escrito em poténcia de 2, seu expoente aumenta de uma unidade,
ou seja dobra.

Percebendo essa regularidade, entdo é possivel escrever as outras
Expressoes relativas ao 3°, 4, 5°, 6° e 7° jogador.

O terceiro perdedor 2* (8t - 896) = 128

O quarto perdedor 2° (16h — 896) = 128

O quinto perdedor 27 (32j — 896) = 128

O sexto perdedor 2 (64r — 896) = 128

O sétimo perdedor 2° (128s — 896) = 128

Resolvendo cada uma dessas equagées de maneira similar a resolucao
da primeira encontraremos, t = 113, h = 97,]j=29,r=15¢e s= 8.

E importante analisar que cada representacao algébrica esta expressa
nas tabelas construidas pelos grupos, mas uma associacao da resposta
“com niimeros” a resposta “com letras” nao é algo simples, exige andlise.
Pensar sobre a solugao numérica, nao implica na percepcao de um
caminho para uma “solugdo com letras”, isto é uma expressao geral.

Por outro lado, apresentar simplesmente a solugao do autor, sem fazer
com que os aprendizes vivenciem o processo de busca pela solugao,
seria perder o pensamento e as discussoes (ue surgem nos grupos.

Terminamos este relato enfatizando que a preocupacao do
professor com o seu fazer matematico, sé faz sentido se modificamos
0 fazer pedagogico nos cursos oferecidos ao professor. Embora, na
maioria das vezes o professor esteja envolvido com o seu fazer
matemadtico, acreditamos que ao estimular diferentes registros,
confrontar esses registros, discutir as solugdes apresentadas nos livros
e analisar as possiveis relagdes entre todas as solugoes, estaremos
possibilitando a discussdo sobre um fazer pedagogico. Esta discussao
pode ser uma forma de levar o professor a transformar sua pratica
em sala de aula.

O professor precisa vivenciar praticas distintas das tradicionais, para
poder avaliar sua importancia e decidir sobre o seu fazer pedagagico,
neste ponto acreditamos que durante o curso oferecido abrimos alguns
caminhos para essa transformagao.

A afirmacao de uma das cursistas nos leva a acreditar que essa
transformagao é possivel.
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“ ... fiquer frustrada a principio pois nao recebi de vocés a formula
mdgica que esperava.... nunca pensel que eu seria capaz de me
permitir mudar meu comportamento, estratégias que nao davam
certo... se eu nao tivesse vivido, continuaria dentro de um “pokebola”
e nao conseguiria reestrutura-me, arrumar-me. “(Valéria de Oliveira)
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