RESENHA DE LIVRO

O Ultimo Teorema de
Fermat

PaurLo AnTonio EsQuer

“Acho que vou parar por aqui”.

Essas foram as palavras finais de Andrew Wiles, matematico britanico,
no dia 23 de junho de 1993, no Instituto Isaac Newton, na Universidade de
Cambrige apés uma séries de palestras. O titulo das palestras de Wiles era
“Formas Modulares, Curvas Elipticas e Representacées de Galois”. Era a
mais importante conferéncia sobre Matematica do século XX. Duzentos
matematicos estavam extasiados. Estima-se que apenas 50 dos presentes
compreenderam a densa mistura de simbolos gregos e algebra que cobria o
quadro negro. Para os presentes, acabava de ser provada a conjectura de
Taniyama-Shimura (andlises posteriores mostraram que a demonstracao
continha um erro que foi consertado por Wiles 14 meses depois) e que por
conseqiiéncia provava que o Ultimo Teorema de Fermat era verdadeiro.

A histéria do Ultimo Teorema de Fermat é singular. Sua beleza é
extraordinaria. Sua concepgéo é simples. E um problema que pode ser
enunciado em termos familiares a qualquer estudante de primeiro grau.
Basicamente sua origem esta na Grécia — no Teorema de Pitagoras. Por
volta de 1637, Pierre de Fermat, um matemaético francés amador,
estudava problemas e solugdes relacionados ao Teorema de Pit4dgoras.
Fermat, num momento de genialidade fez uma pergunta que os gregos
Jamais teriam imaginado: “O que acontece com o Teorema de Pitdgoras
quando se troca a poténcia 2 pela poténcia 3?”. Com essa simples troca
criou-se um dos problemas matemaéticos mais dificeis da Terra.

Fermat afirmou que nao havia solugao para o problema. Para
complicar mais a situacdo, ele usou poténcias maiores que trés,
ratificando que essas equag6es também néao tinham solugdo. Fermat
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presumiu que nao existia um trio de ntmeros inteiros positivos que se
encaixassem na equacao:

x"+y"=z" onde n=3, 4, 5...

Cubem autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos
quadratoquadratos, et generaliter nullan in infinitum ultra quadratum
potestatem in duos eiusdem nominis fas est dividere.

“E impossivel para um cubo ser escrito como a soma de dois cubos ou uma
quarta poténcia ser escrita como uma soma de dois niimeros elevados a
quatro, ou, em geral, para um nimero que seja elevado a um poténcia
maior que dois ser escrito como a soma de duas poténcias semelhantes”.

O livro de Aritmética de Diofante foi o grande guia de Fermat durante
seus anos de estudo. Curiosamente, Fermat escreveu, em 1637, a seguinte
anotagao na margem do livro e ao lado do Problema 8:

Cuius rei demostrationem mirabilem sane detexi hanc marginis
exiguitas non caperet.

“Eu tenho uma demonstragao realmente maravilhosa para esta
proposigao mas esta margem é muito estreita para conté-la”.

A simples troca da poténcia 2 para 3 na relagéo de Pitagoras, implicava
numa equacgao aparentemente sem solugao para qualquer niimero inteiro.
O método de tentativa e erro logo mostra a dificuldade de encontrar
dois numeros elevados ao cubo que, ao serem somados produzam um
outro numero elevado ao cubo. A pergunta crucial era: “Como poderia
uma simples modificacdo transformar a equagao de Pit4goras, com um
numero infinito de solugdes, em uma equagéao insoltvel?”

Entre todos os nimeros possiveis parecia ndo haver razao por que
pelo menos um conjunto de solugdes nao poderia ser encontrado. E, no
entanto, Fermat declarava que em parte alguma do infinito universo
dos ntimeros existiria um “trio fermatiano”. Sua anotagio a2 margem da
Aritmética de Diofante, ratificava essa declaragdo. Fermat acreditava
que poderia prové-la. Este era Fermat no seu modo mais frustrante.
Suas proprias palavras sugerem que ele estava particularmente satisfeito
com uma demonstracdo “realmente maravilhosa” mas nao se daria ao
incémodo de escrevé-la em detalhe, quanto mais publicé-la. Ele nunca
falou a ninguém sobre sua prova e, no entanto, apesar desta combinacao
de indoléncia e modéstia, o Ultimo Teorema de Fermat, como mais tarde
foi denominado, se tornaria famoso no mundo e desafiaria as maiores
mentes matematicas por mais de 350 anos.
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Fermat morreu em 12 de janeiro de 1665, isolado da escola parisiense
de matematica. O trabalho de Fermat s6 r:do foi per'ido gracgas ao seu
filho mais velho, Clement-Samuel, que passou cinco anos reunindo as
cartas e anotagoes de seu pai.

Ultimo Teorema Fermat ganhou fama devido a tremenda dificuldade
em demonstra-lo. Muitos matematicos pensavam: “Se Fermat afirmava
ter a demonstragao, por que nao encontra-la?” A partir de entdo o
problema tornou-se o santo graal da matematica. Vidas inteiras foram
devotadas — e até mesmo sacrificadas — a busca de uma demonstracao
de um problema aparentemente simples.

Leonhard Euler, o maior matematico do século XVIII, teve que admitir
sua derrota. Sophie Germain assumiu a identidade de um homem para
poder pesquisar num campo fechado as mulheres. Apesar da grande
contribuicédo de Sophie para o progresso da matematica, também
fracassou na demonstragao. Alguns historiadores admitem que o
matematico alemao Carl Friedrich Gauss — um dos maiores matematicos
de todos os tempos — estudou secretamente o Ultimo Teorema de Fermat
e teria fracassado em conseguir algum progresso na demonstracao do
problema. Para esses historiadores, a evidéncia para o fracasso de Gauss
esta numa carta resposta para seu amigo, o astrénomo alemao Heinrich
Olbers, que o encorajou a disputar do prémio oferecido pela Academia
de Paris para a solugdo do problema de Fermat: “Fico-lhe muito grato
pela noticia referente ao prémio de Paris. Mas confesso que o Ultimo
Teorema de Fermat, como uma proposigdo isolada, tem muito pouco
interesse para mim. Eu poderia facilmente apresentar uma série de
proposigoes semelhantes que ninguém poderia provar ou desmentir”.
Assim, a resposta de Gauss para Olbers seria meramente um caso de
despeito intelectual.

O turbulento Evariste Galois tentou passar a noite escrevendo os
resultados de suas pesquisas, antes de ser morto num duelo em 1832.

Alguns matematicos do século XX recorreram ao primeiro teorema
da indecidibilidade de Gédel - “Se um conjunto axiomatico de uma teoria
€ consistente, entao existem teoremas que nao podem ser provados nem
negados” — para justificarem seus fracassos.

No inicio do século XX, Paul Wolfskehl, um industrial alemao, deu
nova vida ao problema. Paul estudara matematica na universidade mas
dedicava sua vida a construcdo do império financeiro da familia. Apés
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uma desilusdo amorosa, Paul resolver suicidar-se. Marcou o suicidio
para a meia noite de um determinado dia. No dia do suicidio, um pouco
antes da meia noite, ele dirigiu-se a biblioteca e comecou a ler um livro
de Krummer sobre o fracasso de Cauchy e Lamé relativo ao problema de
Fermat. Ao examinar os calculos ficou surpreendido pelo que parecia
um erro de légica. Paul sentou-se para examinar o problema e logo foi
envolvido pelo mesmo. Quando terminou sua anélise o dia estava
amanhecendo. A hora marcada para o suicidio tinha passado. A
matematica tinha lhe salvado a vida. Quando ele morreu em 1908, deixou
em testamento um prémio de 100 mil marcos, equivalente a um milhéo
de dédlares, para quem demonstrasse o Ultimo Teorema de Fermat. Era
o seu modo de pagar uma divida com o enigma que salvara sua vida.
Estava criado o Prémio Wolfskehl.

O Ultimo Teorema de Fermat é um problema extremamente dificil e,
no entanto, pode ser enunciado de forma que qualquer estudante pode
entender. Néo existe problema de Fisica, Quimica ou Biologia que possa
se enunciado de forma tao simples. No livro, O ultimo problema, E. T.
Bell escreveu que a civilizagao provavelmente acabaria antes que o
Ultimo Teorema de Fermat fosse demonstrado. Essa demonstracao
tornou-se o prémio mais valioso da teoria dos niimeros e nao é de
surpreender que tenha levado a alguns dos epis6dios mais empolgantes
da histéria da Matemaética.

A fama do enigma se espalhou além do mundo fechado dos
matemaéticos. Em 1958, o problema acabou aparecendo num conto
faustiano. Uma antologia intitulada Pactos com o deménio contém um
conto escrito por Arthur Poges. Em “O Diabo e Simon Flagg” o diabo
pede a Simon que lhe faga uma pergunta. Se o Diabo conseguir responder
dentro de 24 horas, levaré a alma de Simon, mas, se fracassar, dara cem
mil délares a Simon. Simon entao pergunta: “O Ultimo Teorema de Fermat
esta correto?”. O Diabo desaparece e sai pelo mundo absorvendo todo o
conhecimento matematico existente para demonstra-lo. No dia seguinte
o Diabo volta cabisbhaixo e admite sua derrota:

“Vocé ganhou, Simon”, disse ele quase num sussurro, olhando-o com
indisfarcavel respeito. “Nem mesmo eu posso aprender Matematica
suficiente, em tdo curto espago de tempo, para resolver um problema
tao dificil. Quanto mais eu mergulho na coisa, pior ela fica. Fatoracao
nao Unica, ideais - Bah! Vocé sabe”, confidenciou o Diabo, “nem mesmo

126 O UrtiMo TEOREMA DE FERMAT



os matematicos de outros planetas, todos eles muito mais adiantados do
que 0 seu, conseguiram resolvé-lo. Até um cara em Saturno, que se parece
com um cogumelo sobre pernas de pau e que resolve equacées diferenciais
parciais de cabeca, desistiu do problema.”

O Ultimo Teorema de Fermat era uma sereia matematica atraindo os
génios em seu sentido somente para frustrar suas esperangas. Qualquer
matematico que se envolvesse com o Ultimo Teorema de Fermat se
arriscava a desperdigar sua carreira, e, no entanto, qualquer um que
pudesse fazer o avango crucial entraria para a histéria como tendo
resolvido o problema mais dificil do mundo.

Um grande matematico contemporaneo confessou que o prazer que
ele sente em resolver problemas de matematica é semelhante ao
desfrutado por viciados em jogos de computador. Derrotar o inimigo no
final de um jogo, no nivel méximo de dificuldade, é sempre uma
experiéncia agradavel, mas imagine o sentido de realizagdo depois de
passar anos enfrentado um problema que ninguém no mundo foi capaz
de resolver e finalmente descobrindo uma solugao.

Foram esses os motivos que levaram Andrew Wiles, a ficar fascinado
por Fermat. “Desde que vi o Ultimo Teorema de Fermat pela primeira
vez, ainda crianga, ele se tornou minha grande paixao”, dizia Wiles num
tom de voz que transmitia a emogao que ele sentia em relagao ao problema.
“Os matematicos puros adoram um desafio. Eles adoram problemas nao-
resolvidos. Quando fazemos matematica temos esta grande sensagao. Vocé
comega com um problema que o intriga. Nao consegue entendé-lo, é tao
complicado que vocé nao distingue o comego do fim. Mas entdo, quando
finalmente consegue resolvé-lo, vocé tem esta sensacao incrivel de como
ele é bonito, de como tudo se encaixa de modo tao elegante. Os mais
enganadores sdo os problemas que parecem faceis e depois se mostram
extremamente complexos. O Ultimo Teorema de Fermat é o mais belo
exemplo deste tipo de problema. Ele parecia ter uma solucio e, é claro,
muito especial porque Fermat disse que ele tinha uma solugao”.

Ao completar a série de palestras no dia 23 de junho de 1993, Wiles
acreditava ter provado a conjectura de Taniyama-Shimura e realizado
seu sonho de provar o Ultimo Teorema de Fermat. Qual a relacao entre
Curvas Elipticas, Formas Modulares e a conjectura de Taniyama-
Shimura? Afinal, qual a ligagao entre a conjectura de Taniyama-Shimura
com o Ultimo Teorema de Fermat?
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Wiles era um especialista em equacgdes elipticas , equacdes do tipo
y*=x*+ ax* + bx + ¢ onde q, b, e ¢ sdao ntimeros inteiros. O desafio
com as equagoes elipticas é determinar se elas possuem solugdes para
numeros inteiros e, se assim for, quantas. As equacées elipticas foram
estudas pelos gregos, incluindo Diofante, que dedicou uma grande parte
de sua Aritmética ao estudo de suas propriedades. Como nao podiam
enumerar todas as solugoes de uma equacéo eliptica trabalhando com
um espaco infinito, os matematicos, incluindo Wiles, se conformavam
em determinar o nimero de solugoes de uma determinada equacéo
eliptica numa aritmética muito especial denominada aritmética de
relégio. A lista de solugoes de uma dada equagdo em cada aritmética de
relogio era denominada série E. A série E contém muitas informacées
sobre a equacao eliptica que ela descreve.

Um tépico exético da Matematica - as formas modulares - fascinava
dois matematicos japoneses Yutaka Taniyama e Goro Shimura. As formas
modulares estdo entre os objetos mais bizarros e maravilhosos da
Matematica. Trata-se de uma das entidades mais esotéricas do mundo
matematico. Martin Eichler - um teérico dos ntimeros - as considerou
uma das cinco operagoes fundamentais: adi¢ao, subtragao, multiplicagao,
divisdo e formas modulares. A maioria dos matematicos se considera
mestre nas quatro primeiras operagoes, mas a quinta ainda os deixa um
pouco confusos.

O fator principal das formas modulares é seu nivel excessivo de
simetria. As formas modulares estudadas por Taniyama e Shimura podem
ser empurradas, trocadas, refletidas e giradas de um ntimero infinito de
modos e ainda permanecerao imutdveis, o que as torna os objetos
matematicos mais simétricos que existem. As formas modulares vivem
num espago quadridimensional complexo denominado espaco
hiperbédlico. O universo hiperbélico é dificil de ser entendido pelos
humanos, presos ao espaco convencional, tridimensional. O espago
hiperbélico (quadridimensional) é um conceito matematico valido e é
esta dimenséao extra que da as formas modulares seu nivel de simetria
tao imenso. Mauritz Escher na sua gravura Limite Circular IV tenta
encaixar o mundo hiperbélico em uma pagina bidimensional.

As formas modulares podem ter vérias formas e tamanhos, mas cada
uma € constituida com os mesmos ingredientes béasicos. O que diferencia
cada forma modular é a dosagem de cada ingrediente contido nela. Os
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ingredientes de uma forma modular sdo enumerados de um ao infinito.
Esta informagcéo, descrevendo como cada forma modular é construida,
constitui a chamada série modular, ou série M, uma receita com
ingredientes e a quantidade de necesséria de cada um.

As formas modulares sdo muito independentes na Matemaética. Elas
aparentemente estao desligadas das equagoes elipticas, especialidade
de Wiles. Taniyama estudara os primeiros termos de uma série M de
uma determinada forma modular. Ele reconheceu o padrao e percebeu
que era idéntico a lista de nimeros de uma série E de uma bem conhecida
equacao eliptica. Em muitos outros célculos, Taniyama percebeu que
havia uma correspondéncia perfeita entre os termos de séries M da forma
modular com os da série E das equagdes elipticas. Formas modulares e
equacgoes elipticas que existiam em regides diferentes do cosmo
matematico estavam se correspondendo. Taniyama e Shimura iram
chocar 0 mundo matematico sugerindo que as equacgées elipticas e as
formas modulares na verdade era uma coisa sé. Estava criada a
conjectura de Taniyama-Shimura. Em 17 de novembro de 1958, o mundo
matematico foi surpreendido com o inexplicével suicidio de Taniyama.

No final da década de 1960 muitas evidéncias apontavam para a
veracidade da conjectura de Taniyama-Shimura; os matematicos
suspeitavam que ela era verdadeira, mas ndo tinham encontrado
nenhuma prova.

No outono de 1984, um matemaético aleméao Gerhard Frey, especulou
que quem pudesse provar a veracidade da conjectura de Taniyama-
Shimura também demonstraria o Ultimo Teorema de Fermat. Frey partiu
da equacao de Fermat:

x"+y"=z" onde n=3, 4, 5...

e admitindo que A, B e C fosse um trio fermatiano, A" + B* = C" era
uma solugéao para a equagao de Fermat. Nesse caso o Ultimo teorema de
Fermat seria falso. Frey rearrumou a equacdo solucdo (procedimento
matematico rigoroso que muda a aparéncia de uma equacao sem alterar
sua integridade) para a forma da equacao eliptica.

y? = %% + (A" — B")x? — A"B®

Se o teorema de Fermat é falso, a equacdo de Frey deve existir. Frey
mostrou que sua equacao era tao estranha que as repercussoes de sua
existéncia seriam devastadoras para a conjectura de Taniyama-Shimura.
A série E da equacao de Frey continha uma seqiiéncia tdo estranha de
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numeros que seria inconcebivel uma forma modular possuir uma série
M idéntica. A equacédo de Frey ndo podia ser modular e sua existéncia
estd condicionada a hipétese do Ultimo Teorema de Fermat ser falso.
Frey tinha conseguido ligar a conjectura de Taniyama-Shimura ao Ultimo
Teorema de Fermat.

Frey usou os seguintes argumentos:

1) Se for verdade a conjectura de Taniyama-Shimura, entao toda
equacao eliptica deve ser modular.

2) Se toda equacao eliptica deve ser modular, entao a equagao de
Frey néo pode existir.

3) Se a equacao de Frey nao existe, entdo nao podem existir solugoes
para a equagao de Fermat.

4) Portanto, o Ultimo Teorema de Fermat é verdadeiro.

Frey chegou a fantastica conclusao de que quem conseguisse provar
a conjectura de Taniyama-Shimura automaticamente provaria que o
Ultimo Teorema de Fermat era verdadeiro.

O tnico problema era o fato do seu trabalho ser incompleto. Ele nao
demostrara inteiramente que sua equacao eliptica era suficientemente
bizarra.

Em 1986, o matematico Ken Ribet, professor da Universidade da
Califérnia conseguiu provar que a equacao eliptica de Frey nao era
modular.

O Ultimo Teorema de Fermat estava irremediavelmente ligado a
conjectura de Taniyama-Shimura. Wiles agora tinha as informagoes
necessdarias para realizar seu sonho. Wiles decidiu usar a prova por
inducdo para tentar provar a conjectura de Taniyama-Shimura. Seu
grande desafio era construir um argumento indutivo, mostrando que
cada uma das infinitas equagoes elipticas podiam ser relacionadas com
cada uma das infinitas formas modulares. O que torna a conjectura de
Taniyama-Shimura tdo dificil de demonstrar é que nao se trata
meramente de um problema infinito, e sim um infinito de problemas
infinitos. O primeiro passo para sua prova indutiva estava oculto no
trabalho sobre a teoria dos grupos, desenvolvida por Galois cerca de 100
anos atras. Wiles teve que adaptar um método para analise de equagoes
elipticas, denominado método Kolyvagin-Flach. Wiles que trabalhava
secretamente, confidenciou seu segredo ao professor Nick Katz e pediu
que ele o ajudasse a enfrentar a montanha de calculos fantasticos
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baseados no método Kolyvagin-Flach. Finalmente no dia 23 de junho de
1993, Wiles ministrou as famosas palestras que o consagraram. Para a
platéia presente, o Ultimo Teorema de Fermat havia sido demonstrado.

Para que o prémio Wolfskehl fosse pago era preciso que toda a
demonstracao fosse verificada por um comité. Durante essa verificagao
uma falha foi detectada. O sonho tinha virado um pesadelo. O fantasma
do fracasso ameaga Wiles. Ele voltou aos seus calculos para descobrir a
falha na demonstragao. Depois de 13 meses, a beira de admitir seu
fracasso, Wiles teve uma inspiragdo que jamais iria esquecer. Ele
percebeu que, uma teoria que ele usava antes do método de Kolyvagin-
Flach - a teoria de Iwasawa - sozinha fora inadequada, que o método
Kolyvagin-Flach usado no momento, também era inadequado, mas que
os dois juntos se completavam perfeitamente. Um més depois Wiles
completou sua demonstragdo. O Ultimo Teorema de Fermat estava
definitivamente provado. Em 1995, Wiles voltou a paginas dos jornais
do mundo inteiro e ganhou o prémio de 50 mil libras da Fundacao
Wolfskehl. Nao era apenas a realizacao de um sonho de infancia e o
climax de oito anos de esforgos concentrados. Apds estar a beira da
derrota, Wiles reagira para mostrar ao mundo a sua genialidade

A demonstracao de Wiles é uma obra-prima da matematica moderna,
o que leva a conclusao inevitavel de que a demonstragao de Wiles para
o teorema nao foi a mesma de Fermat. O francés nao usou formas
modulares, a conjectura de Taniyama-Shimura, os grupos de Galois, a
teoria de Iwasawa, o método Kolyvagin-Flach e os préprios métodos
desenvolvidos por Wiles. Se Fermat nao tinha as ferramentas de Wiles,
o que ele tinha? Alguns matematicos acreditam que a frase escrita na
margem da Aritmética de Diofante foi um devaneio de Fermat e que de
fato ele tinha uma demonstragao equivocada. Outras acham que Fermat
tinha a demonstracao genuina, com as ferramentas disponiveis no século
XVII, argumentos tao astuciosos que escapou a todos durante 350 anos.
Esses acreditam que ainda podem ficar famosos descobrindo a
demonstracao original de Fermat.

0 livro O Ultimo Teorema de Fermat escrito pelo fisico Simon Singh,
da editora Record, conta a eletrizante histéria do teorema de Fermat. E
uma excitante viagem pela evolugao da teoria dos niameros. Narra
emocionantes detalhes biogréficos relativos a Pitagoras, Fermat, Euler,
Sophie Germain, Galois, Paul Wolfskehl, Tanyiama, Wiles e outros.
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Mostras as técnicas e conceitos usados, 0s personagens que se
envolveram nessa maravilhosa jornada. Nao espere o leitor encontray
a demonstracdo do teorema no livro. A demonstracao original de Wiles
tem mais de 200 paginas. Estas paginas estao recheadas de calculos dq
mais avangada matematica moderna. O livro de Simon Singh vale 3

pena ser lido.



