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Resumo

Neste artigo, apresentamos uma discussão sobre os desafios relacionados à passagem entre cálculos aritméticos e equações envolvendo incógnitas. Consideramos pesquisas anteriores que identificam o chamado de corte didático nessa passagem, e sugerem diferentes razões para a existência dele. Reformulamos a classificação de equações de acordo com o quadro teórico dos Três Mundos da Matemática, e apresentamos evidências que não apontam a existência de um corte didático, mas sugerem que as dificuldades dos alunos em trabalhar com equações resultam de uma tendência em procurar significados corporificados ao invés de simbólicos para objetos simbólicos.
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Revisiting the didactic cut in Algebra: A question of connecting embodied and symbolic mathematical worlds?

Abstract

In this paper, we present a discussion regarding the challenges associated in moving from arithmetic calculations to dealing with equations involving unknowns. We consider previous research studies which identify a didactic cut in this passage and suggest different reasons for its existence. We reformulate the classifications of equations according the theoretical framework of the Three Worlds of Mathematics, and present evidences from our own research study that did not point to the existence of a didactical cut, but suggested that student’s difficulties in working with equations result from a tendency to seek meanings for symbolic objects in the embodied world rather than the symbolic one.
Keywords: Equation, didactic cut, Three Worlds of Mathematics, evaluation equation, manipulation equation.

INTRODUÇÃO

Em 1989, em um artigo intitulado “Solving equations, the transition from arithmetic to algebra”, Filloy e Rojano (1989) determinaram dois tipos diferentes de equações: as aritméticas, em que a incógnita ocorre em apenas um dos membros da equação e podem ser resolvidas desfazendo-se as operações aritméticas; e as equações não-aritméticas, em que a incógnita ocorre em ambos os membros, e é necessário operar com ela. Ao fazer essa diferenciação, eles levantaram a hipótese de que existe um nível crescente de dificuldade em passar de resolver equações aritméticas para resolver equações não-aritméticas, que foi chamado de “corte didático”. Esta conjectura foi baseada principalmente nas mudanças ocorridas na história da álgebra simbólica (PUIG; ROJANO, 2004). Para Filloy e Rojano (1989), alunos achariam mais difícil resolver equações não-aritméticas do que aritméticas porque, ao resolver as não-aritméticas, eles precisam lidar com a incógnita, enquanto que com as aritméticas, eles precisam apenas efetuar operações com números.

Em um artigo mais recente (FILLOY; ROJANO; SOLARES, 2010), os autores explicam que

“... um corte didático na transição do pensamento aritmético para o pensamento algébrico ocorre quando alunos se deparam com tarefas de uma natureza algébrica pela primeira vez e precisam construir novos significados e novos sentidos para objetos e operações aritméticos, com a característica especial adicional de que tais significados e sentidos recentemente construídos necessariamente pressupõem uma quebra com a aritmética.” (FILLOY; ROJANO; SOLARES, 2010, p. 59, tradução nossa)

Observamos, nesse novo artigo, uma revisita dos autores ao corte didático, mantendo sua posição inicial sobre as características e manifestações dele. Em particular, embora pareça que eles estão se referindo a mudanças de natureza cognitiva, eles continuam a usar a palavra “didático”, talvez por sua preocupação com como lidar com a transição entre aritmética e álgebra na sala de aula.

De fato, Filloy e Rojano (1989) apresentam o uso de duas abordagens de ensino para resolver equações lineares. Ambas envolvem o uso de modelos concretos, discutidos em entrevistas com alunos de segundo ano de uma escola secundária experimental na Cidade do México: o modelo geométrico de comparação de áreas de figuras planas (retângulos); e o modelo da balança, que é baseado em uma balança de dois pratos, em que cada prato representa um dos membros da equação, e o equilíbrio entre os pratos representa a igualdade. Em ambos, foram usadas equações não-aritméticas que foram transformadas em equações aritméticas, cuja resolução era conhecida pelos alunos.

Os autores observaram, entre outras considerações, que os alunos mostraram uma forte tendência em se focar nos detalhes do modelo ao invés de nas propriedades algébricas nele corporificadas. Também identificaram a presença de obstáculos peculiares a cada um dos modelos, como o uso de números não inteiros no modelo geométrico, e o uso de números negativos no modelo da balança. Uma importante observação feita pelos autores foi que a introdução desses modelos, com intenção de ajuda didática, foi associada com uma perda temporária de habilidade para resolver equações aritméticas. Além disso, ao trabalharem com os modelos, os alunos criaram rotinas que acarretaram erros associados à sintaxe algébrica, como somar ou subtrair coeficientes de incógnitas com graus diferentes.

Uma discussão sobre o corte didático pode ser vista em Vlassis (2002), que, para analisar vantagens e desvantagens do modelo da balança, fez uma revisão de artigos que aceitam o ou refutam. Como as pesquisas mostram resultados conflitantes, Vlassis (2002) apresenta uma sugestão de ensino com o uso dessa abordagem para resolver equações lineares, e seus resultados.

A partir dos resultados obtidos com a proposta aplicada, Vlassis (2002) conjectura que o corte didático, sugerido por Filloy e Rojano (1989), não se refere à ocorrência da incógnita nos dois membros da equação, nem mesmo à necessidade de operar com a incógnita, já que, de acordo com ela, equações na forma 𝑎𝑥+𝑏𝑥+𝑐=𝑑 também exigem operações com a incógnita, e não oferecem o mesmo grau de dificuldade que as equações com a incógnita em ambos os membros ou que equações da forma 𝑎𝑥+𝑏=𝑐. Para ela, o corte didático está relacionado com o grau de abstração da equação, isto é, está relacionado com a possibilidade ou não de associar a equação a um modelo concreto.

Dessa forma, a autora classifica equações lineares em equações aritméticas concretas, em que a incógnita ocorre uma única vez, e somente números naturais são envolvidos; equações aritméticas abstratas, em que a incógnita ocorre apenas em um membro e exige-se manipulação algébrica de números negativos; equações pré-algébricas, em que a incógnita está presente em ambos os membros, mas a equação pode ser baseada em um modelo; e, por fim, equações algébricas, que não podem ser conectadas a um modelo e só têm sentido em um contexto algébrico.

Ambos os estudos focam-se na manifestação de um corte didático, mas discordam das raízes desse corte. Para Filloy e Rojano, ele está relacionado com o lugar em que a incógnita aparece, enquanto, para Vlassis, o importante é se a equação pode ser explicitamente associada a um modelo concreto ou não.

Neste artigo, apresentamos uma pesquisa em que não há evidências da ocorrência do corte didático da forma que foi descrito por Filloy e Rojano (1989) ou por Vlassis (2002). Descreveremos este estudo e como os resultados obtidos com ele nos levaram a concluir que o corte didático não está relacionado apenas com o tipo de equação apresentado aos alunos, mas reside na relação do aluno com as equações e na maneira que os alunos pensam quando as resolvem.

CLASSIFICANDO EQUAÇÕES

Em XXX (2007), fizemos um estudo com o objetivo de buscar os significados dados, por alunos de primeira e segunda séries do Ensino Médio, a equações, e determinar os métodos que eles usam para resolver diferentes tipos de equações. Guiados por esse objetivo, levantamos uma questão norteadora:

Quais são os significados que os alunos atribuem a equações e aos métodos de resolução que usam, e de quais experiências esses significados surgem?

Dentro desta perspectiva, analisamos o desenvolvimento cognitivo do pensamento algébrico discutido por Thomas e Tall (2001) a partir da observação do significado dado aos símbolos representando variáveis por alunos na Inglaterra. Desta forma, eles fizeram distinção entre álgebra de avaliação; álgebra de manipulação; e álgebra axiomática.

No primeiro tipo, expressões algébricas, tais como, 4𝑥+3, podem ser avaliadas dando-se valores para x. Por exemplo, quando 𝑥=3, 4𝑥+3 será igual a 4∙3+3, que é igual a 15.

Na álgebra de manipulação, expressões são manipuladas algebricamente, e a letra assume o papel de incógnita ou variável, em situações como resolução de equações ou trabalho com funções, respectivamente; ou seja, a “letra” é representativa do que Radford (no prelo) denomina um número indeterminado. Em situações como estas, não se trabalha somente com números cujos valores são determinados, mas sim com a manipulação de símbolos que representam uma incógnita – ou seja, no caso de equações algébricas nas suas formas convencionais, envolve tratar uma letra como um número ainda indeterminado.

Por fim, na álgebra axiomática, os sistemas algébricos, tais como, espaços vetoriais ou sistemas de equações lineares, são manuseados por meio de definições e de demonstrações. Isto acarreta uma diferenciação entre estruturas técnicas e axiomáticas.

Nessa linha, em contraste com os pesquisadores citados anteriormente, classificamos as equações baseando-nos na análise de desenvolvimento cognitivo em pensamento algébrico discutida por Thomas e Tall (2001). Com base nessa classificação, classificamos equações lineares como equações de avaliação (XXX; XXX, 2008; XXX, 2007) e equações de manipulação (XXX, 2007).

Assim como FIlloy e Rojano (1989), entendemos que as equações lineares de avaliação são aquelas que contêm a incógnita em um único membro, já que elas podem ser resolvidas desfazendo cada uma das operações até que o valor da incógnita seja obtido. A Figura 1 mostra este processo na avaliação da equação 2𝑥+1=5. 


𝑥,,×2..2𝑥,,+1..5
2,,÷2..4,,−1..5
Figura 1
É possível que o sinal de igualdade em equações dessa forma seja visto como um sinal operacional (KIERAN, 1981), em que a expressão do primeiro membro deve ser operada para se obter o resultado que está no segundo membro. Assim, chamamos equações da forma 𝑎𝑥+𝑏=𝑐 de equações de avaliação (XXX; XXX, 2008; XXX, 2007).

Não é possível, entretanto, resolver equações lineares da forma 𝑎𝑥+𝑏=𝑐𝑥+𝑑 com o mesmo método da Figura 1, como ilustramos no caso da equação 3𝑥−1=3+𝑥 na Figura 2. 


𝑥,,×3..3𝑥,,−1..3+𝑥
,4+𝑥-3.,,÷3..4+𝑥,,+1..3+𝑥
Figura 2
Pode-se fazer alguma avaliação do valor da incógnita por tentativa e erro, mas uma forma eficaz para resolver tais equações necessita que se opere com a incógnita. Chamamos estas equações de equações de manipulação (XXX, 2007). Vale destacar que, assim como as equações de manipulação, as equações de avaliação podem também ser resolvidas por meio de manipulação simbólica. O ponto crucial, a nosso ver, é a relação entre o indivíduo e a equação, ou seja, as estratégias utilizadas para resolver cada um desses tipos de equação, se por manipulação, ou por avaliação.

A mesma análise pode ser feita com equações quadráticas. Equações do tipo 𝑎,𝑥-2.=𝑏 podem ser de avaliação, já que também é possível desfazer certas operações a partir do segundo membro para se obter o valor da incógnita. Até mesmo equações na forma 𝑎,,𝑥−𝑏.-2.+𝑐=𝑑 podem ter suas operações desfeitas para que as raízes sejam obtidas. Já as equações na forma desenvolvida, 𝑎,𝑥-2.+𝑏𝑥+𝑐=0, exigem manipulações, seja por meio do uso da fórmula de Bhaskara, seja para escrevê-las na forma fatorada, isto é, na forma 𝑎,𝑥−,𝑥-1..∙,𝑥−,𝑥-2..=0, em que ,𝑥-1. e ,𝑥-2. são raízes da equação, ou para transformá-la em uma equação de avaliação, completando quadrados.

Devemos apontar que, à primeira vista, esta classificação parece quase idêntica à de Filloy e Rojano (1989). Para as equações lineares, não há diferenças entre elas; mas nosso sistema de classificação também considera equações quadráticas que podem, ou não, serem classificadas como equações de manipulação mesmo que a incógnita apareça em apenas um membro da equação. Dessa forma, nossa classificação não se fundamenta somente na posição da incógnita na equação, mas nas relações que o indivíduo tem com os símbolos que a compõem.

Podemos, também, ressaltar diferenças entre a nossa classificação de equações lineares e aquela de Vlassis (2002). Entendemos que o que Vlassis (2002) chama de equações aritméticas concretas e equações aritméticas abstratas são equações de avaliação, enquanto as equações pré-algébricas e as algébricas são equações de manipulação. Esta relação se dá essencialmente pela posição da incógnita na equação.

Fundamentando nossa classificação de equações em um quadro teórico

Nossa classificação de equações lineares e quadráticas é fundamentada em uma análise feita do conceito à luz do quadro teórico dos Três Mundos da Matemática (TALL, 2004; LIMA; TALL, 2008). Este quadro teórico é baseado na premissa de que existem pelo menos três diferentes tipos de objetos em Matemática, que levam a três diferentes mundos da Matemática, o mundo conceitual corporificado, o mundo proceitual simbólico e o mundo formal axiomático.

O mundo conceitual corporificado é o mundo das percepções, em que o indivíduo observa um objeto, suas propriedades, e dá sentido a ele descrevendo-o.

No mundo proceitual simbólico, entidades matemáticas são simbolizadas, e ações podem ser efetuadas sobre eles pelo uso de procedimentos que podem ser flexivelmente vistos tanto como procedimento quanto como o produto desse procedimento, o conceito, na dualidade dos proceitos (GRAY; TALL, 1994).

O mundo formal axiomático é o mundo dos axiomas, propriedades, definições e teoremas que possibilitam a construção do corpo axiomático da Matemática por meio de demonstrações.

Para este artigo, nossa discussão se focará principalmente nas características dos mundos corporificado e simbólico.

Naturalmente, uma equação é formada por símbolos, e habita o mundo simbólico. Entretanto, nossa posição é que todos os conceitos matemáticos têm características de todos os três mundos da Matemática. Dessa forma, em nossa classificação, entendemos que as equações de avaliação são intimamente ligadas ao mundo corporificado, o sentido associado a “fazer” e “desfazer” poderia vir de operações com objetos desse mundo (tirar três coisas é o oposto de colocar as mesmas três coisas). Por outro lado, quando lidamos com equações de manipulação, é impossível ter o mesmo tipo de pensamento, e é essencial lidar com símbolos de forma intimamente relacionada com o mundo simbólico. De certa forma, é vendo símbolos matemáticos como proceitos que indivíduos podem usar o mundo simbólico em sua totalidade e entender o uso deles para resolver equações de maneira flexível – escolhendo o método mais eficaz, tomando como base as características da equação que se tem em mãos.

Podemos agora retornar aos estudos de Filloy e Rojano (1989) e de Vlassis (2002), e reconsiderar as classificações feitas por eles à luz do quadro teórico que estamos usando. Considerando que nossa classificação e a de Filloy e Rojano não se diferem para equações lineares, entendemos que as que eles chamam de equações aritméticas podem ser tratadas como parte apenas do mundo corporificado, enquanto as equações não-aritméticas envolvem também aspectos do mundo simbólico. Quanto à classificação de Vlassis, sugerimos que, quando os alunos tentam resolver equações por meio de um modelo concreto, eles as associam ao mundo corporificado, enquanto aquelas que ela chama “equações algébricas” talvez necessitem de uma viagem pelo mundo simbólico.

Além disso, é importante considerar a associação feita por Vlassis entre equações e modelos concretos, no caso, por exemplo, de equações da forma 𝑎𝑥+𝑏=0. Elas provavelmente são consideradas pela autora como equações algébricas, pela falta de conexão a um modelo concreto. Entretanto, em nossa classificação, esta é uma equação de avaliação, que não carrega dificuldade ou sofisticação maior do que as equações da forma 𝑎𝑥+𝑏=𝑐. 

À luz dessa discussão, a hipótese inicial elaborada é de que, se um corte didático se manifestar, ele estará relacionado à passagem de resolver equações de avaliação para resolver as de manipulação – porque esta passagem envolve fazer conexões entre dois mundos da matemática, o corporificado de um lado, e o simbólico de outro.

A PESQUISA

Em busca de respostas para nossa questão de pesquisa referente aos significados atribuídos, por alunos, a equações e aos métodos de resolução, elaboramos, em colaboração com um grupo de professores de Matemática que trabalhavam em escolas públicas e/ou particulares da Grande São Paulo, quatro instrumentos de coleta de dados: uma sessão de mapa conceitual com a palavra EQUAÇÃO; um questionário contendo nove questões relacionadas ao entendimento de equações e à resolução delas, bem como a própria resolução de equações quadráticas ou problemas que as envolvem; uma tarefa de resolução de equações, contendo equações lineares e quadráticas; e entrevistas com alunos selecionados. Neste artigo, concentraremos nossas análises nos dados coletados com a tarefa de resolução de equações e com as entrevistas.

A tarefa de resolução de equações contava com três equações lineares:

· Uma equação cujas operações podem ser “desfeitas”: 5𝑡−3=8;

· Uma equação cuja incógnita aparece em ambos os membros: 3𝑥−1=3+𝑥; 

· Uma equação na qual a incógnita aparece em ambos os membros, mas que poderia ser resolvida avaliando-se a incógnita: 2𝑚=4𝑚, e sugerida por um dos professores como causa de dificuldade entre os alunos dele.

Já as equações quadráticas, foram as quatro seguintes:

· Uma equação completa, “pronta” para o uso da fórmula: ,𝑎-2.−2𝑎−3=0;

· Uma equação completa, mas que não está escrita na forma usual para a aplicação da fórmula: ,𝑟-2.−𝑟=2;

· Uma equação com o termo independente nulo: 3,𝑙-2.−𝑙=0;

· Uma equação com o termo linear nulo, o que nos ajudaria a verificar se a fórmula é usada também em situações desse tipo: ,𝑚-2.=9.

Das três equações lineares, apenas a primeira é de avaliação, e das quatro quadráticas, a equação ,𝑚-2.=9 é a única de avaliação. 

Este instrumento foi aplicado a 68 alunos em três turmas: uma de segunda série do Ensino Médio de uma escola particular de São Paulo/SP, com 18 alunos, que indicaremos como SP2; uma de primeira e outra de segunda série do Ensino Médio de uma escola pública de Guarulhos/SP, que chamaremos respectivamente GU1, com 28 alunos, e GU2, com 22 alunos.

Resultados

A Tabela 1 apresenta a quantidade de alunos que resolveram as três equações lineares corretamente, incorretamente ou deixaram em branco a questão.

	Tabela 1: Resolução das equações lineares na atividade

	Equação
	5𝑡−3=8
	3𝑥−1=3+𝑥
	2𝑚=4𝑚

	Correto
	28
	22
	5

	Incorreto
	25
	35
	37

	Branco
	15
	11
	26


Vinte e oito alunos resolvem a equação 5𝑡−3=8 corretamente. Todas as resoluções corretas apresentadas são similares àquela apresentada na Figura 3. Para a equação 3𝑥−1=3+𝑥, todos os 22 alunos que a resolvem satisfatoriamente usaram soluções similares à da Figura 4. Por fim, a terceira equação é resolvida corretamente apenas por cinco alunos, todos fazendo uma resolução similar à da Figura 5. Observamos que, em todos os casos de resoluções corretas, os alunos as fizeram como se todas fossem equações de manipulação.
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	Figura 3: Resolução do aluno [GU207]
	Figura 4: Resolução do aluno [GU203]
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Figura 5: Resolução do aluno [GU209]

A Tabela 1 mostra que a diferença entre a quantidade de alunos que resolveram corretamente cada uma das duas primeiras equações não é grande, já que 22 alunos resolveram corretamente a equação 3𝑥−1=3+𝑥, e 28 a equação 5𝑡−3=8. Entretanto, há uma diferença substancial entre a quantidade de respostas satisfatórias para as duas primeiras equações e a terceira, 2𝑚=4𝑚. Apenas cinco alunos resolveram corretamente essa equação. Vemos, então, grande dificuldade, por parte dos alunos, em resolver essa última equação, como previa o professor da turma SP2. Nosso entendimento é de que essa dificuldade está em operar com zero. Pode ser muito difícil para os alunos aceitarem que duas vezes alguma coisa poderia ser igual a quatro vezes a mesma coisa – mesmo que essa coisa seja um número. Aparentemente, tal aceitação contradiz as propriedades do mundo corporificado. Talvez seja por esta razão que tantos alunos nem se arriscam a apresentar uma solução (26 alunos deixaram a questão em branco).

O fato de que todas as resoluções corretas foram atingidas por manipulação pode, à primeira vista, sugerir que os alunos estavam pensando algebricamente, dando significados apropriados das transformações efetuadas. Entretanto, observamos que todas as resoluções incorretas também envolveram estratégias de manipulação. Assim, entendemos que, ao resolver estas equações lineares, os alunos usam técnicas de resolução que descrevem o movimento dos termos, pois eles “passam um termo para o outro membro da equação e mudam o sinal”. Tais técnicas são desconectadas do princípio algébrico de efetuar a mesma operação em ambos os membros. Assim, não há diferença aparente de dificuldade na resolução de equações de avaliação ou de manipulação e, portanto, o corte didático, se existe, não é aparente.

Considerando as equações quadráticas (Tabela 2), cinco alunos resolvem a equação ,𝑎-2.−2𝑎−3=0 corretamente, e outros três a equação 3,𝑙-2.−𝑙=0.

	Tabela 2: Resolução das equações quadráticas na atividade

	Equação
	,𝑎-2.−2𝑎−3=0
	,𝑟-2.−𝑟=2
	3,𝑙-2.−𝑙=0
	,𝑚-2.=9

	Correto
	5
	3
	3
	1

	Uma das raízes
	–
	9
	–
	15

	Incorreto
	40
	31
	40
	27

	Branco
	23
	25
	25
	25


Todas as resoluções corretas para ambas as equações são feitas por meio da fórmula de Bhaskara, e exemplos podem ser vistos na Figura 6 e na Figura 7. Para a equação ,𝑟-2.−𝑟=2, são apresentadas três soluções corretas, em que os alunos obtêm as duas raízes usando a fórmula Bhaskara, como na Figura 8. O único aluno que obteve as duas raízes para a equação ,𝑚-2.=9, considerada de avaliação, também utilizou a fórmula Bhaskara (Figura 9).
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Figura 6: Resolução do aluno [GU213]
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Figura 7: Resolução do aluno [GU209]
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Figura 8: Resolução do aluno [GU214]
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Figura 9: Resolução do aluno [GU210]

Nove alunos apresentaram 𝑟=2 como resolução para a equação ,𝑟-2.−𝑟=2, três deles sem apresentar qualquer justificativa ou outro passo de resolução, e um aluno, da turma SP2, responde como na Figura 10. Este aluno parece compreender que a incógnita é um número que satisfaz a equação e resolve a equação usando uma estratégia de avaliação.
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Figura 10: Resolução do aluno [SP204]
Neste caso, notamos uma situação que não se manifestou com equações lineares: uma equação considerada de manipulação ser resolvida por avaliação. A avaliação feita neste caso é diferente daquela feita em equações lineares de avaliação. As operações sobre a incógnita não foram desfeitas, mas foi encontrado um valor para a incógnita a partir da análise ou da observação da equação, percebendo-se que 2 poderia ser uma raiz.

Para a equação ,𝑚-2.=9, apenas um aluno obtém as duas raízes da equação e o faz com a fórmula de Bhaskara. Outros oito alunos obtêm uma das raízes, ao fazer 𝑚=,-9. e, então, 𝑚=3. Um exemplo, no qual o aluno desfez as operações é mostrado na Figura 11. Além deles, outros seis escrevem que ,3-2.=9 e, portanto, 𝑚=3, um deles disse, em entrevista, que é “porque 3 vezes 3 é igual a 9”, enquanto um aluno escreve somente que 𝑚=3. No total, 15 alunos apresentam apenas 3 como raiz dessa equação.
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Figura 11: Resolução do aluno [SP205]

A equação ,𝑚-2.=9 é de avaliação, e foi possível observar dois tipos de avaliação efetuadas sobre ela nos dados desta pesquisa: os alunos desfizeram as operações efetuadas, e também observaram a possibilidade de usar 3 como raiz para a equação.

É importante observar que para a equação de avaliação e para a equação de manipulação em que foi possível fazer uma avaliação de uma das soluções (,𝑟-2.−𝑟=2), a quantidade de acertos foi maior do que para as outras duas equações – 16 alunos encontraram pelo menos uma das raízes de ,𝑚-2.=9, enquanto 12 encontraram pelo menos uma raiz de ,𝑟-2.−𝑟=2. Aparentemente, estes alunos têm mais sucesso em equações quadráticas quando é possível fazer avaliações das raízes.

Em ambos os casos das equações ,𝑟-2.−𝑟=2 e ,𝑚-2.=9, o raciocínio feito para encontrar uma das raízes também poderia ter colaborado para a obtenção da raiz negativa. Entretanto, nenhum aluno que apresenta um desses raciocínios a obtém (−1, no primeiro caso e −3, no segundo). Parece ter-lhes faltado, neste caso, motivação para buscar outra raiz. Já que eles são familiares com equações lineares, eles podem não ter pensado que é possível achar outro número que seja adequado para a situação, e se satisfazem com apenas uma raiz. 

Os alunos que apresentam métodos diferentes da fórmula de Bhaskara, ou de tradução em equações de avaliação, para resolver as equações quadráticas dessa atividade não são bem-sucedidos. Eles usam métodos que transformam equações quadráticas em lineares, excluindo o expoente, como na Figura 13, ou utilizando o expoente no coeficiente da incógnita, como acontece, por exemplo, na Figura 12.
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	Figura 12: Resolução do aluno [GU118]
	Figura 13: Resolução do aluno [GU222]


Os casos em que alunos transformam equações quadráticas em lineares mostram a falta de flexibilidade deles em utilizar diferentes procedimentos para resolver equações quadráticas, e a dificuldade deles em trabalhar com equações de manipulação. Mesmo que os professores tenham enfatizado um método de resolução mais do que outros, as equações apresentadas poderiam ser resolvidas com base em manipulações algébricas que não se manifestaram nesta pesquisa. Ao invés disso, os alunos parecem preferir se apoiar em situações mais familiares – o trabalho com equações lineares – e com procedimentos familiares, as técnicas para resolver equações lineares de manipulação.

PRINCIPAIS PONTOS PARA ANÁLISE
A partir da análise dos procedimentos de resolução apresentados por estes alunos à luz dos Três Mundos da Matemática, destacamos alguns resultados importantes para a discussão apresentada neste artigo. Em primeiro lugar, a diferença entre a quantidade de alunos que resolveram corretamente cada uma das equações 3𝑥−1=𝑥+3 e 5𝑡−3=8 não é grande, sendo que 22 e 28 alunos respectivamente as resolveram corretamente. Este fato sugere a não-manifestação do corte didático entre estas equações no trabalho apresentado pelos sujeitos desta pesquisa. Isso se confirma pela quantidade de alunos que resolvem 2𝑚=4𝑚 corretamente: apenas cinco alunos. A grande diferença de respostas corretas indica que a dificuldade em resolver esta última não é a mesma de resolver a primeira, pelo menos no caso de nossa pesquisa.

Um segundo resultado que obtivemos dessa pesquisa é que os alunos não manifestam resolver equações lineares de avaliação por meio de desfazer as operações nela contidas, nem resolver equações de avaliação ou manipulação efetuando a mesma operação em ambos os membros. Os alunos sujeitos dessa pesquisa usam, para ambos os tipos de equação, o que chamamos de corporificações procedimentais (XXX; XXX, 2008; XXX, 2007): eles “passam um número para o outro membro da equação”, com a mágica de “trocar o sinal” ou colocar o número “embaixo” do que está do outro lado. O uso de corporificações procedimentais, e não de princípios algébricos, é evidenciado em entrevistas, durante as quais, para explicar o que fizeram para resolver uma equação linear, os alunos usaram tais frases ao invés de mostrar entendimento do que os procedimentos significam e como eles funcionam. Como exemplo, apresentamos um extrato de entrevista com um aluno que explica seu método (que obteve sucesso) de resolução para 3𝑥−1=𝑥+3:

“A: eu copiei o 3x, passei o x que estava desse lado para o outro lado da, do sinal, aí ficou, tava positivo, ficou negativo.

PR: por que?

A: porque quando troca de lado, muda o sinal. Aí eu copiei o sinal de igual, passei o um pra esse lado, tava negativo ficou positivo. Aí, já tava o 3, eu copiei de novo.

PR: deixa só eu perguntar, por que que quando muda de lado muda de sinal?

A: não sei, a professora falou que muda, só que eu não sei explicar porque. Aí, 3x menos x deu 2x igual a 4. Aí x igual a 4 sobre 2, deu x igual a 2.

PR: por que você pôs x igual a 4 sobre 2?

A: porque quando tem o 4 aqui [como coeficiente da incógnita], o dois passa pra cá [o segundo membro], passa dividindo.

PR: é, agora mesmo, o ‘passa pra lá’ não mudava o sinal?

A: é tem algumas que eu acho que passa, só que não sei se todas passam.

PR: ta, esse dois aqui não passa?

A: não.

PR: não muda o sinal quando passa?

A: não.

PR: você sabe por que?

A: porque, não sei te explicar não.”

(Trecho de entrevista com aluno [GU203] da turma GU2)

Considerando equações quadráticas, também podemos levantar alguns pontos para discussão. Inicialmente, evidenciamos que, apesar de apenas a raiz positiva ter sido obtida na maioria das respostas corretas, a equação de avaliação ,𝑚-2.=9 obteve o maior número de soluções corretas (16 para esta equação, 12 para ,𝑟-2.−𝑟=2, 5 para ,𝑎-2.−2𝑎−3=0 e 3 para ,3𝑙-2.−𝑙=0 todas contando as respostas com pelo menos uma das raízes corretas, conforme Tabela 2). A segunda equação com o maior número de respostas corretas é aquela em que os alunos avaliaram uma possível resposta. Dessa forma, vemos que estes alunos tiveram maior sucesso quando foram capazes de fazer algum tipo de avaliação para encontrar as raízes das equações, ou seja, o sucesso foi associado à possibilidade de trabalhar de maneira essencialmente corporificada. 

Assim, fica evidente nos dados desta pesquisa a dificuldade dos alunos em trabalhar com equações quadráticas de manipulação. Eles não parecem ter familiaridade com diferentes métodos algébricos de resolução, e mesmo a fórmula de Bhaskara, que é mais enfatizada, não traz sucesso na maioria das vezes. Por isso, entendemos que existe uma dificuldade crescente em trabalhar com equações quadráticas de manipulação, que atribuímos à necessidade de buscar sentido no mundo simbólico e não exclusivamente no mundo corporificado.

Em se tratando de equações lineares, entendemos que as equações de manipulação não podem ser resolvidas como se fossem de avaliação, isto é, desfazendo-se as operações efetuadas sobre a incógnita, mas as de avaliação podem ser tratadas como de manipulação, como aconteceu em nosso estudo. Por outro lado, quando se trata de equações quadráticas de avaliação, percebemos uma possibilidade de resolvê-las avaliando o valor da incógnita. Entendemos que tal avaliação, que é diferente de desfazer as operações, é possível nos casos em que as raízes são inteiras positivas. Dessa forma, existem dois tipos de avaliação em equações quadráticas: aquela em que se desfazem as operações, usada em equações de avaliação; e aquela em que se pode avaliar a expressão e perceber uma raiz da equação, que se faz com equações quadráticas de manipulação.

DISCUSSÃO

Pesquisas como as de Filloy e Rojano (1989) e Vlassis (2002) mostram uma distinção entre resolver equações de avaliação (por meio de desfazer as operações aritméticas envolvidas) e resolver equações de manipulação (inicialmente, por meio do uso de modelos concretos e, mais tarde, por manipulação de símbolos). Essa distinção pode vir a acarretar as dificuldades levantadas por esses pesquisadores na transição entre equações de avaliação e de manipulação. Seja porque as equações de manipulação exigem que se opere com a incógnita, seja porque a maioria delas (e mesmo muitas de avaliação) não se relaciona com qualquer modelo concreto. Entretanto, nem todas as pesquisas mostram essa dificuldade. As pesquisas que levantaram mal-rules (SLEEMAN, 1984), por exemplo, não mostram que os sujeitos resolvem equações de avaliação desfazendo operações aritméticas, mas sim usando regras que, de acordo com Freitas (2002), estão ligadas a frases como “muda de lado, muda de sinal”. Assim, equações de avaliação e de manipulação são resolvidas com o uso dos mesmos métodos, como é o caso na nossa pesquisa. Desse modo, tanto equações de avaliação quanto de manipulação carregam o mesmo tipo de dificuldade. Em suma, nossos resultados não trazem evidências do corte didático. Talvez este corte realmente tenha uma natureza didática, aparecendo apenas quando métodos de “desfazer” são introduzidos explicitamente. 

Considerando os resultados referentes a equações lineares, parece que os alunos participantes de nossa pesquisa foram introduzidos a métodos de manipulação, mas, em geral, estes métodos foram utilizados na forma de corporificações procedimentais (XXX; XXX, 2008) – com a movimentação de símbolos como entidades físicas que são transferidas de um membro a outro, com um toque de mágica – para a resolução tanto de equações de avaliação quanto de manipulação. Estes alunos não parecem perceber as diferentes naturezas dos dois tipos de equação, nem considerar a possibilidade de usar diferentes meios de resolver cada tipo. Dessa forma, nossa pesquisa evidencia que as dificuldades com as quais os alunos se deparam ao resolver equações podem não ser operar com a incógnita, como sugerido por Filloy e Rojano (1989) na discussão deles sobre o corte didático. Tais dificuldades podem estar relacionadas com as interpretações dos alunos dos métodos que lhes foram ensinados para resolvê-las, bem como com a relação entre o aluno e a equação, isto é como o que o aluno faz para resolvê-la. Se elas são vistas como o mesmo tipo de equação, os alunos não trabalharão com elas de maneiras diferentes, e, conseqüentemente, o corte didático não se manifestará.

Ao se depararem com equações quadráticas, os alunos desta pesquisa buscam valores para a incógnita que satisfaçam a equação. É importante destacar, entretanto, que isso acontece nas equações ,𝑚-2.=9 e ,𝑟-2.−𝑟=2, a primeira sendo de avaliação e a segunda não estando escrita na forma desenvolvida. Em ambos os casos, foi encontrada por avaliação apenas a raiz inteira positiva. Tal fato nos faz questionar por que os alunos não avaliaram a equação 5𝑡−3=8 para encontrar a solução, mas acreditamos que isso se por a raiz dela não ser inteira, o que pode ser um fator complicador para o uso de avaliação. Entendemos que a conexão da equação com o mundo corporificado – seja com o uso de um modelo concreto, seja por existirem raízes inteiras positivas para a equação – pode trazer algumas vantagens, como a possibilidade de avaliar a equação para obter suas raízes. Por outro lado, essa conexão pode trazer desvantagens, por exemplo com o uso de corporificações procedimentais, e também em situações como a da equação 2𝑚=4𝑚, em que a relação com o mundo corporificado pode levar o indivíduo a pensar que duas coisas não podem ser iguais a quatro coisas.

Nossa visão é de que equações de manipulação (especialmente as quadráticas) carregam características sofisticadas do mundo simbólico, e, para lidar com elas, é preciso estar consciente dos princípios matemáticos por trás dos métodos de resolução, o que implica que o indivíduo tenha pensamento proceitual. Entretanto, parece que até mesmo aqueles alunos que resolveram equações de maneira bem-sucedida estavam interpretando suas ações com referência a corporificações ao invés de características do mundo simbólico. Assim, o mundo corporificado fica mais em evidência do que o simbólico, quando, de fato, seria essencial que fossem feitas relações estreitas entre os dois mundos e também que o mundo simbólico acabasse por ser mais evidenciado, de forma que, quando uma equação não tem conexões com o mundo corporificado, como é o caso com 2𝑚=4𝑚, por exemplo, seja possível para o indivíduo trabalhar com ela apenas no mundo simbólico.

CONSIDERAÇÕES FINAIS

O objetivo deste estudo foi de analisar os diferentes significados dados a equações e aos métodos usados para resolvê-las. Em busca desse objetivo, nos deparamos com uma possível classificação para equações, em equações de avaliação e de manipulação. A partir de nossos dados e da análise que fizemos de equações lineares e quadráticas à luz dos Três Mundos da Matemática, concluímos que as raízes de ocorrência do corte didático são mais complexas do que a posição da incógnita em um ou dois membros da equação, ou a relação da equação com modelos concretos. 

Nossa conjectura é que há um corte entre equações que podem ser resolvidas com procedimentos relacionados ao mundo corporificado e equações que precisam de procedimentos do mundo simbólico. Acreditamos que é necessário que se haja conexões entre os mundos corporificado e simbólico, mas também entendemos que existem conteúdos que implicam significados diferentes em cada um desses mundos, e que tais significados precisam ser enfatizados no ensino. 

Um exemplo disso é o número zero. Ele tem “regras” ou significados diferentes no mundo simbólico e no mundo corporificado. Por exemplo, na equação 2𝑚=4𝑚, o zero é solução. Um possível significado desse número no mundo corporificado é “nada”. Isso pode acarretar que um indivíduo acredite que a equação acima não tem solução, já que zero não é nada. No mundo simbólico, zero é um número que pode ser representado por uma letra (m, por exemplo) e ser solução da equação dada.

As relações entre os mundos corporificado e simbólico na resolução de equações podem ser feitas, por exemplo, se pensarmos em um método “híbrido” de resolução de equações, em que se começa manipulando a equação até um momento em que ela possa ser avaliada. Tal método pode ser usado para equações lineares e quadráticas. Tal abordagem contribuiria para o desenvolvimento do pensamento proceitual, caracterizado não apenas na relação entre os dois mundos em questão, mas também no trabalho com apenas um deles quando a situação em mãos permitisse, criando, assim, uma compreensão mais ampla de equações, e evitando que dificuldades como a do corte didático sejam impedimento para o desenvolvimento do pensamento proceitual.
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